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Систематический обзор четких  
одномерных функций принадлежности 
интеллектуальных систем 

Е.А. Халов 

Аннотация. Приводится наиболее полный обзор и систематизация одномерных функций принадлежности,  
используемых при построении нейро–нечетких систем для решения задач управления промышленными техно-
логическими процессами и техническими объектами. 
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Введение 

Функция принадлежности (ФП) — одна из 
важнейших характеристик нечеткого подмно-
жества, позволяющая адекватно оперировать не 
только количественными величинами, но и ка-
чественными понятиями. Благодаря этому ин-
теллектуальные системы, к которым относятся 
системы управления сложными техническими 
объектами и технологическими процессами 
(ТП), при функционировании которых преоб-
ладает качественная составляющая получаемой 
от них технологической информации, строятся 
с привлечением нечеткой логики и основных 
положений теории нечетких подмножеств с ис-
пользованием особого математического аппа-
рата, присущего функциям принадлежности. 

Отметим, что качественная информация за-
частую совсем не учитывается при выработке 
решений и формировании команд управления 
ТП. От того, насколько точно ФП отражает ка-
чественную составляющую информации — 
данные замеров параметров ТП и накопленные 
знания оператора (эксперта), во многом зависит 
адекватность нечеткой модели и качество 
управления ТП. Все имеющееся многообразие 
ФП можно разделить на две основные катего-

рии — четкие и нечеткие (интервально–
значные) ФП [1, 2] (Рис. 1). Графическая ин-
терпретация таких ФП представлена в примере 
на Рис. 2. Кроме того, по количеству одновре-
менно представляемых переменных различают 
одномерные и многомерные (n–мерные) ФП. 
Теперь перейдем к определению таких понятий 
теории нечетких подмножеств, как собственно 
нечеткое подмножество, функция принадлеж-
ности, носитель и ядро нечеткого подмножест-
ва, нечеткая переменная. 

Основные понятия теории нечетких под-
множеств. Следуя Л. Заде [3], нечеткое подмно-
жество X%  на базовом множестве X  есть сово-
купность упорядоченных пар ( ){ }, XX x xμ= %

% , 

где ( )X xμ %  — характеристическая функция, име-
нуемая функцией принадлежности и задающая 
для каждого элемента x ∈ X  число из 

[ ]0,1XM =% , характеризующее степень принад-
лежности элемента x подмножеству X%  [4]. 

Носителем 0X%  нечеткого подмножества X%  
является некоторая часть базового множества 
X , для которой значения ФП ( )X xμ %  положи-

тельны: ( ){ }0 0,XX x x xμ= > ∈ X%
% . 
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Носитель 0X%  содержит все результаты из-
мерений в рамках оцениваемого параметра ТП. 
Так, при оценке температуры, носителем 0X%  
может служить отрезок вещественной оси, где 
единицей измерения выступают градусы Цель-
сия. В практических задачах носители нечетких 
подмножеств ограничены. Например, носите-
лем нечеткого подмножества рабочих режимов 
ТП может служить четкое подмножество — ин-
тервал [ ]1 2,d d , на котором ( ) 0X xμ ≠% . 

Ядром 0X%  нечеткого подмножества X% , по 
аналогии с его носителем, представляется сово-
купность следующих элементов базового мно-
жества X : ( ){ }0 1,XX x x xμ= = ∈ X%

% . 

В теории нечетких подмножеств выделяют 
нечеткие подмножества, которые определяются 
на оси действительных чисел. В одномерном 
случае — 1x∈ R , где 1R  — одномерное ариф-
метическое пространство; в общем случае — 

nx∈R . Выбор арифметического пространства 
nR  обусловлен тем, что в теории управления с 

переменными x обычно связывают значения 
нескольких физических величин (температуру, 
давление и т.д.), которые получают с измери-
тельных датчиков, установленных на объекте 
управления. Если область значений одномерно-
го отображения ( ) [ ] 10,1X xμ ∈ ⊂ R% , то ( )X xμ %  
именуют одномерной функцией принадлежно-
сти. Отметим, что ФП в области своего опреде-
ления не должна иметь разрывов, поэтому ба-
зовое множество X , заданное на множестве 
чисел 1R , также должно быть непрерывным 
[5]. 

Завершая описание основных понятий тео-
рии нечетких подмножеств, отметим, что 
большинству ТП свойственны так называемые 
НЕ–факторы, предложенные Нариньяни [6] — 
неопределенность, неоднозначность и неяс-
ность, поэтому представление неточно задан-
ных параметров в виде нечетких величин по-
средством ФП позволяет наиболее полно 
учесть не только количественную, но и качест-
венную информацию о протекающем ТП [7, 8]. 

Рис. 1. Обобщенная классификация функций принадлежности 
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С учетом сведений, изложенных выше, указан-
ные НЕ–факторы можно формализовать сле-
дующим образом: 

- неопределенность имеет место тогда, когда 
базовое (универсальное) множество X  состоит 
более чем из одной точки: { }x=X ; 

- неоднозначность присутствует всякий раз, 
когда функция принадлежности имеет более 
одного локального максимума [9], т.е. когда 
для произвольных элементов 1x ∈ X , 2x ∈ X  и 
параметра [ ]0,1λ ∈  выполняется условие 

( )( ) ( ) ( ){ }1 2 1 21 max ,X X Xx x x xμ λ λ μ μ+ − ≤% % % ; 
- неясность или нечеткость соответствует то-

му факту, что функция принадлежности прини-
мает значения в интервале: ( ) [ ]: 0,1X Xxμ μ →% % . 

Иными словами, неясные или нечеткие кате-
гории возникают в том случае, когда представ-
ления эксперта о параметрах и явлениях проте-
кающего ТП выражаются с помощью 
недостаточно определенных качественных оце-
нок. Решение данной проблемы на современ-
ном этапе заключается в представлении ряда 
ограничений в нечеткой форме, — т.е. в виде 
ФП, позволяющих формализовать знания экс-
перта при анализе качественной информации и 
описании неопределенностей, присущих ТП, 
что дает возможность получать устойчивое ре-
шение в условиях погрешности информации и 
нечеткости существующих производственных 
ограничений. 

Смысловые трактовки ФП существенно раз-
личаются. С одной стороны, она интерпретиру-
ется как субъективная (зависящая от эксперта) 
мера неопределенности, а с другой стороны — 
как вероятностная характеристика. Анализ и 
сравнение этих двух подходов приводятся в ра-
ботах [3, 10, 11], выявляя недостаток второго 
подхода. Промежуточные значения ( )X xμ %  из 

XM %  не следует трактовать в вероятностном 
смысле, так как степень принадлежности эле-
мента к нечеткому подмножеству не обязана 
иметь статистическую природу. 

Вместе с тем, исследователями отмечается 
субъективность функции принадлежности в от-
личие от объективности вероятностной харак-
теристики. Тем не менее в качестве таких 

функций можно использовать функции распре-
деления вероятностей, нормированные опреде-
ленным образом [12]. Таким образом, в зависи-
мости от типа нечетких переменных можно 
также выделить и два способа их построения — 
статистический и нестатистический [11]. 

Виды и свойства функций принадлежно-
сти. Неотъемлемым этапом решения задач 
управления ТП является первоначальный вы-
бор вида и параметров ФП, а также дальнейшая 
модификация этих параметров с помощью раз-
личных алгоритмов идентификации. Следова-
тельно, важным представляется вопрос о видах 
и свойствах используемых ФП. В связи с этим 
обстоятельством дальнейшее рассмотрение по-
святим четким (в смысле получаемых величин) 
одномерным ФП, поскольку именно они полу-
чили наибольшее распространение в нечетких 
интеллектуальных системах благодаря своей 
внятной геометрической интерпретации и не-
сложному алгоритмическому и графическому 
представлению при помощи современных про-
граммных средств. На Рис. 3 представлена 
обобщенная классификационная схема наибо-
лее распространенных четких одномерных ФП. 
Примечательно, что большинство из них при-
меняются в качестве передаточных функций в 
нейронных сетях, что служит косвенным сви-
детельством их взаимосвязи с системами не-
четкой логики [13]. Конкретный вид ФП опре-
деляется на основе различных дополнительных 
предположений о ее свойствах (симметрич-
ность, монотонность, непрерывность первой 
производной и т.д.) с учетом специфики имею-
щейся неопределенности, условий протекания 
ТП, числа “степеней свободы” в функциональ-
ной зависимости [14, 15]. 

В крайнем случае, когда вид ФП заранее не 
известен, ее оценку также можно выполнить по 
принимаемым ею крайним значениям на ко-
нечном множестве опорных точек. В этом слу-
чае ФП будет определена с помощью  
“поясняющего примера”. В практических при-
ложениях применяются методы определения 
параметров функций принадлежности по вы-
боркам и результатам опроса экспертов 
[10, 16], на основании априорной информации, 
в которую входят ограничения на эти функции 
[17, 18], а также нейросетевыми методами [19]. 
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Теперь рассмотрим основные структурно–
геометрические вариации, характерные для ФП 
с континуальным носителем 0X%  [20, 21] на ба-
зовом множестве X : унимодальную, мульти-
модальную, субнормальную, нормальную и 
амодальную структуры ФП (Рис. 4). 

Унимодальная (одноэкстремальная) функ-
ция принадлежности 1X%  (Рис. 4) на носителе 

0X%  должна удовлетворять условию вида 

0 1 2, , :x x x∃ ∈ ∀ ∈X X  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1 2 0 1 2

0 1 2 0 1 2

,
,

x x x X x X x X x
x x x X x X x X x
⎡ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤⎣

⎤≥ ≥ ⇒ ≥ ≥ ⎦
 

т.е. содержать единственный максимум в 
области своего носителя 0X% . Другими словами, 
унимодальная ФП монотонна по обе стороны 
относительно точки своего экстремума. 

Мультимодальная (многоэкстремальная) 
функция 2X%  (Рис. 4), наоборот, должна содер-

жать более одного максимума на носителе 0X%  в 
соответствии с выражением: 

( )( )( ) ( ) ( )( )0i i i iX Xx X x x x x x xμ μ∃ ∈ ∀ < ∀ > ≤% %
% , 

1,i n= , 1n > . 

Субнормальная функция принадлежности 
3X%  характеризуется условием, исключающим 

наличие ядра 0X%  на интервале ее носителя 0X% : 

( ) ( )( )0 1Xx X xμ∀ ∈ <%
% . Напротив, ФП является 

нормальной, если на интервале носителя 0X%  
существует ядро, т.е. ( ) ( )( )0 1Xx X xμ∀ ∈ =%

% . На-

конец, нечеткое подмножество является пус-
тым, если ( ) 0X xμ =%  для всех x∈ X . 

Амодальная функция принадлежности 4X%  
отличается от всех рассмотренных выше ФП 
полным отсутствием максимумов в области но-
сителя 0X%  и асимптотическим приближением к 

Рис. 3. Обобщенная классификация функций принадлежности 
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максимально возможному значению величины 
степени принадлежности ( ) 1X xμ →% : 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0 1 0

2 0

1 2

0 ; ,
; :

.X X X X

x X x x x X
x x x X

x x x x

∀ ∈ ∀ > ∃ ∈ − ∩
∃ ∈ + ∩
> ∨ >% % % %

% %

%
ε ε

ε
μ μ μ μ

 

Теперь сформулируем ряд общих свойств, 
которым должна удовлетворять любая ФП на 
носителе 0X% : 

- функция принадлежности должна быть не-
прерывной, т.е. ( ) ( )

0
0 0 0lim X Xx x

x X x xμ μ
→

∀ ∈ ∃ =% %
% ; 

- функция принадлежности должна моно-
тонно возрастать или монотонно убывать, либо 
частично монотонно возрастать и монотонно 
убывать (Рис. 4); 

- любая функция принадлежности должна 
выполнять отображение интервала носителя 

0X%  (диапазон значений технологического па-
раметра) в единичный отрезок: [ ]0: 0,1X X →% % ; 

- на всем интервале своего носителя 0X%  ФП 
X%  является выпуклой (Рис. 5), если выполня-
ется неравенство 1 2 3 1 2 3, , :x x x X x x x∀ ∈ ≤ ≤ ⇒  

( ) ( ) ( )( )2 1 3min ,X X Xx x xμ μ μ⇒ ≥% % %  либо невы-
пуклой — в случае невыполнения данного не-
равенства. 

Кроме того, может существовать такое значе-
ние [ ],c a b∈ , что на интервале [ ],a c  ФП вы-
пуклая, а на интервале [ ],c b  — невыпуклая. От-
метим, что условие выпуклости обязательно 
должно соблюдаться при построении нечетких 

чисел. Теперь перейдем к вопросу аналитическо-
го представления кривых, характеризующих од-
номерные четкие ФП интеллектуальных систем. 

Среди четких ФП можно выделить два ос-
новных класса — линейных и нелинейных 
[1, 10, 11, 22–24], описываемых обобщенной 
зависимостью следующего вида: 

( ) ( ),X x f xμ = d% , (1)

где d — вектор настраиваемых параметров 
id , 1 6i≤ ≤ . 
При построении нейро–нечетких моделей и 

систем управления технологическими объектами 
важную роль играют такие характеристики ФП, 
как ядро, носитель и настраиваемые параметры, 
позволяющие управлять положением опорных 
точек. Их априорная настройка позволяет 
уменьшить время, затрачиваемое на идентифика-
цию параметров ФП. Однако ввиду того, что 
обучение нечеткой модели может проводиться 
как градиентными, так и неградиентными мето-
дами, выявляется еще один существенный недос-
таток линейных функций принадлежности — не-
возможность применения методов оптимизации, 
использующих производные. Это, впрочем, не 
помешало их широкому использованию в алго-
ритмах интеллектуальных систем. 

Теперь проведем систематизацию ФП этих 
двух классов, используемых в системах нечет-
кого вывода, на основании доступных отечест-
венных и западных публикаций и наиболее по-
пулярного профессионального инструментария 
— пакетов FuzzyTech, MatLab [21], 
FuzzyExpert, CubiCalc и Rule Maker в соответ-
ствии с классификационной схемой, приведен-

Рис. 4. Структурно–геометрические вариации  
одномерных функций принадлежности 
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ной на Рис. 3, и обзорной работой [27]. Начнем 
систематизацию с класса линейных функций 
принадлежности. 

Класс линейных ФП (Рис. 3) представлен в 
работах сравнительно малым набором аналити-
ческих выражений, в основном взаимно отли-
чающихся количеством настраиваемых пара-
метров. Среди них наиболее простыми 
являются функции γ –вида (кусочно–
линейные), t–вида (треугольные) и трапецие-
видные [18, 25], а также синглтонные функции 
принадлежности. 

Очевидным достоинством линейных ФП яв-
ляется простота программной реализации и вы-
числения значений функционала. Напротив, 
существенное ограничение указанных ФП со-
стоит в недостаточном количестве “степеней 
свободы”, т.е. настраиваемых параметров id , 

1, 4i = . Отрицательное следствие этого факта - 
невозможность формирования сложной зави-
симости вида ( ) [ ]0,1X xμ ∈% , x ∈ X , при помо-
щи одиночной функции принадлежности. Уст-
ранение указанного ограничения достигается 
путем разбиения параметрических интервалов 
входных переменных системы нечеткого выво-
да и генерацией дополнительных правил [7, 26]. 

Все линейные функции принадлежности 
формируются с использованием кусочно–
линейной аппроксимации и имеют весьма про-
стую структуру. Для линейных функций при-
надлежности характеристики ядра 0X% , носите-
ля 0X%  и параметров id  приведены в Табл. 1. 

Как можно видеть из представленной табли-
цы, ФП γ –вида является нормальной, имеет 
ядро и некомпактный носитель [28–30]. Функ-
ция t–вида содержит компактный носитель и 
одноточечное ядро; используется для представ-
ления нечетких чисел LR–типа [13, 29–35]. 
Трапециевидная ФП, как и функция γ –вида, 
является нормальной и имеет ядро, но отлича-
ется наличием компактного носителя; позволя-
ет представлять нечеткие интервалы [36–39]. 

Далее перейдем к рассмотрению более об-
ширного класса — нелинейных ФП, представ-
ленных в большинстве работ выражениями (2)–
(12). Некоторые из них представляют собой ли-
нейные комбинации различных типов нелиней-
ных ФП, что увеличивает количество степеней 
свободы ФП. Среди класса нелинейных ФП 
можно выделить три подкласса функций 
(Рис. 3), содержащих выражения сигмоидных, 
полиномиальных кривых и функций распреде-
ления Гаусса. Отметим, что вышеуказанные 
виды линейных ФП, а также подавляющее 
большинство нелинейных ФП современных 
систем нечеткого вывода (исключая некоторые 
виды ФП, описываемых при помощи специаль-
ных индикаторов), подробно рассмотрены в ра-
боте [27]. 

Подкласс сигмоидных ФП 

Сигмоидная ФП имеет два параметра d1, d2, 
и широко используется не только в нечетком 
выводе, но и в качестве функции активации [40] 
в моделях нейронных сетей (Рис. 6 а): 

 

Табл. 1. Характеристики линейных функций принадлежности 

Вид линейной 
функции 

принадлежности 

Ко
ли
че
ст
во

 
па
ра
м
ет
ро
в Компоненты 

вектора d  
(параметры 
настройки) 

Наличие ядра 0X%  Интервал носителя 0X%  

Синглтонная 1 1d  { }0
1:X x X x d= ∈ =% %  { }0 1:X x X x d= ∈ =% %  

γ – вида (тип 0) 2 1d , 2d  { }0
1:X x X x d= ∈ ≤% %  { }0 2:X x X x d= ∈ ≤% %  

γ – вида (тип 1) 2 1d , 2d  { }0
2:X x X x d= ∈ >% %  { }0 1:X x X x d= ∈ >% %  

t – вида 
(треугольная) 

3 1d , 2d , 3d  { }0
2:X x X x d= ∈ =% %  { }0 1 3:X x X d x d= ∈ < <% %

Линейная 
трапециевидная 4 1d , 2d , 3d , 4d { }0

2 3:X x X d x d= ∈ < <% % { }0 1 4:X x X d x d= ∈ < <% %
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( ) ( )2 1

1
1X d x dxμ − −=

+ e
% , (2) 

где d1 — точка центра симметрии функции 
принадлежности на оси x, ( )1X dμ % =0.5; 
d2 — коэффициент пологости, определяю-
щий наклон функции принадлежности. 
Графики сигмоидной (Рис. 6 а) и кусочно–

линейной ФП γ –вида подобны между собой, 
но сигмоидная ФП дифференцируема на всей 
области своего определения, что позволяет 
применять градиентные алгоритмы для иден-
тификации ее параметров d1 и d2 [35, 41]. 

Двойная сигмоидная ФП (Рис. 6 б) характе-
ризуется аналитическим выражением вида [21]: 

( ) ( ) ( )2 1 4 3

1 1
1 1X d x d d x dxμ − − − −

= −
+ +e e

% , (3) 

где d1, d3 — точки центров симметрии левой и 
правой частей ФП на оси x, ( )1 0.5X dμ =% , 

( )3 0.5X dμ =% ; d2, d4 — коэффициенты полого-
сти левой и правой частей ФП. 

Как следует из выражения (3), данная ФП 
описывается разностью двух сигмоидных 
функций принадлежности и так же, как функ-
ция из выражения (2), дифференцируема на 
всей области своего определения. Кроме того, 
она имеет два дополнительных параметра, или 
“степеней свободы” d3, d4, что позволяет точнее 
производить идентификацию ее параметров. 

Произведение сигмоидных ФП (Рис. 7) вы-
ражается аналитической зависимостью 

( ) ( ) ( )2 1 4 3

1 1
1 1X d x d d x dxμ − − − −

= ⋅
+ +e e

% , (4) 

в которой присутствуют четыре параметра на-
стройки, позволяющие осуществлять раздель-
ную настройку верхней и нижней частей сиг-
моидной кривой, тем самым регулируя в 
широких пределах степень насыщения данной 
функции. В то же время сигмоидная ФП (2) об-
ладает меньшей гибкостью, т.к. предполагает 
одновременное изменение пологости всей кри-
вой (Рис. 6 а).  

Следует отметить, что при сочетаниях пара-
метров d1 = d3, d2 = d4 данная ФП приобретает 
вид обычной сигмоиды из выражения (2). 

Любая нелинейная ФП, характеризующая 
нечеткое подмножество X% , в свою очередь 

также может быть охарактеризована множест-
вами точек, составляющими ядро 0X%  и носи-
тель 0X% . Для нелинейных ФП, рассматривае-
мых в данной работе, области определения ядра 
и носителя приведены в Табл. 2. Рассмотрен-
ные выше ФП, определяемые выражениями 
(2)–(4), имеют некомпактные носители 

0X = ±∞% , поскольку асимптотически стремятся 
к значениям ( ) { }0,1X xμ =% , а также являются 
субнормальными из–за отсутствия точек, со-
ставляющих ядро. 

Рис. 6. Сигмоидная (а)  
и двойная сигмоидная (б) ФП 

1d

1
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а) 

x
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( )X xμ %

1d

1
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б) 

x
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Рис. 7. Произведение сигмоидных функций 
принадлежности 

1d

1

5.0

x

( )X xμ %



Систематический обзор четких одномерных функций принадлежности интеллектуальных систем 

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 3/2009 67 

Следующий подкласс ФП, служащий для 
представления неточно заданных параметров 
ТП в виде нечетких величин, содержит семей-
ство функций принадлежности на основе функ-
ций распределения Гаусса: обобщенной, сим-
метричной, двойной гауссовой, а также 
обобщенной колоколообразной. Перейдем к 
рассмотрению ФП данного подкласса. 

Подкласс гауссовых ФП 

Обобщенная гауссова функция принадлежно-
сти (Рис. 8 а) используется в качестве радиальной 
базисной функции в RBF–сетях, но из–за струк-
турного подобия RBF–сетей и нечетких систем 
[42] нашла применение в нечетких системах 
[43, 44]. 

Данная ФП выражается простой экспонен-
циальной зависимостью следующего вида: 

( )
( ) 2 3

1

2

dx d
d

X xμ
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠= e% , (5)

где d1 — координата точки смещения центра 
симметрии кривой на оси x;  
d2 — коэффициент широты (вариация); 
d3 — коэффициент пологости. 

При подборе параметра d2 обобщенная 
функция Гаусса (5) образует вид треугольной 
или трапециевидной ФП. На ее основе строятся 
другие модификации ФП, используемые в 
RBF–сетях [45] и нейро–нечетких системах 
[11, 36, 46–48, 49], например, в системе 
FUNCOM [50]: 

- симметричная гауссова функция принад-
лежности, определяемая выражением (5) при 
значении параметра d3 = 1 (Рис. 8 б), и описы-
ваемая выражением вида 

( )
( ) 2

1

2

x d
d

X xμ
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠= e% ; (6)

- двойная гауссова функция принадлежности 
[51], в выражении которой используются спе-
циальные условия, именуемые индикаторами 
(Рис. 9 а) следующего вида 

( )
( )

( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

2
1
2
2

2
3
2
4

2
1 1

2
3 3

1 1 1

           1 1 1

x d
d

X

x d
d

x x d x d

x d x d

−
−

⋅

−
−

⋅

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ ≤ + − ≤ ×
⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟× ⋅ ≥ + − ≥
⎜ ⎟⎝ ⎠

%μ e

e

, (7)

Табл. 2. Характеристики нелинейных функций принадлежности 

Вид нелинейной 
функции 

принадлежности 

Ко
ли
че
ст
во

 
па
ра
м
ет
ро
в Компоненты 

вектора d  
(параметры 
настройки) 

Наличие ядра 0X%  Интервал носителя 0X%  

Сигмоидная 2 1d , 2d  
0X = ∅%  

(субнормальное) 

0X = ±∞%  
(некомпактный) 

Двойная 
сигмоидная 4 1d , 2d , 3d , 4d
Произведение 
сигмоидных 4 1d , 2d , 3d , 4d
Обобщенная 
Гауссова 3 1d , 2d , 3d  { }0

1:X x X x d= ∈ =% %  Симметричная 
Гауссова 2 1d , 2d  

Двойная 
Гауссова 4 1d , 2d , 3d , 4d { }0

1 3:X x X d x d= ∈ ≤ ≤% %  

Обобщенная 
колоколообразная 3 1d , 2d , 3d  { }0

1:X x X x d= ∈ =% %  

z – образная 2 1d , 2d  { }0
1:X x X x d= ∈ ≤% %  { }0 2:X x X x d= ∈ ≤% %  

s – образная 2 1d , 2d  { }0
2:X x X x d= ∈ ≥% %  { }0 1:X x X x d= ∈ ≥% %  

π – образная 4 1d , 2d , 3d , 4d { }0
2 3:X x X d x d= ∈ ≤ ≤% %  { }0 1 4:X x X d x d= ∈ ≤ ≤% %  

Трапециевидная 
(шаблонная) 6 1d , 2d , 3d , 

4d , 5d , 6d  
{ }0

3 4:X x X d x d= ∈ < ≤% %  { }0 1 6:X x X d x d= ∈ ≤ <% %  
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где d1, d2 — параметры формы и положения для 
левой половины кривой;  
d3, d4 — параметры формы и положения для 
правой половины кривой;  

( )1 ξ  — индикатор, равный 1, если условие 
ξ  истинно, и 0 в противном случае. 
Нечеткие подмножества, описываемые обоб-

щенной (5) и симметричной (6) ФП, являются 
нормальными и при любых значениях парамет-
ров d1, d2 и d3 имеют ядро, содержащее одну точ-
ку (Табл. 2). Двойная гауссова ФП (Рис. 9)  
обладает особенностями, обусловленными струк-
турой аналитического выражения и дополни-
тельными параметрами настройки d3 и d4: 

- при 1 3d d≤  нечеткое подмножество, выра-
жаемое данной функцией принадлежности, 
имеет ядро, содержащее одну и более точек 
(Рис. 9 а); 

- если 2 4d d= , то функция принадлежности 
имеет симметричный вид с точкой симметрии в 
точке d1, в противном случае — функция при-
надлежности асимметрична (Рис. 9 а); 

- при 1 3d d>  нечеткое подмножество не 
имеет ядра (Рис. 9 б, в). 

Наличие четырех управляющих параметров, 
по сравнению с ФП из выражений (3)–(6), ино-
гда позволяет избежать увеличения количества 
правил в системе нечеткого вывода за счет ис-
пользования дополнительных возможностей 
настройки формы и положения данной ФП. 

Обобщенная колоколообразная ФП 
(Рис. 10) представляет собой симметричную 
двустороннюю ФП, управляемую тремя пара-
метрами и описываемую аналитическим выра-
жением: 

( )
22

1

3

1

1
dX x

x d
d

μ =
−+

% , 
(8)

где d1— координата точки смещения центра 
симметрии кривой по оси x;  
d2— параметр, определяющий ширину верх-
ней части функции;  
d3— коэффициент пологости левой и правой 
частей кривой. 

Рис. 8. Обобщенная (а) и симметричная (б) ФП гауссова типа 
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Рис. 9. Двойная гауссова ФП при различных значениях 1d , 2d , 3d  и 4d  
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ФП из подкласса гауссовых характеризуют-
ся гладкостью, простотой реализации и часто 
используются в механизмах нечеткого вывода. 
Но, несмотря на свою гладкость, они не позво-
ляют формировать открытые слева или справа 
характеристические кривые, требуемые для 
представления лингвистических переменных 
крайних термов на оси x, выражающих произ-
водственные параметры ТП. В этом случае 
представляется целесообразным использование 
сигмоидных ФП или полиномиальных ФП. 
Следует также отметить, что ФП на основе га-
уссовых кривых имеют некомпактные носители 

0X = ±∞%  (Табл. 2). 

Подкласс полиномиальных ФП 

Подкласс полиномиальных функций при-
надлежности в литературе представлен в ос-
новном тремя видами функций: z–образной,  
s–образной и π –образной ФП, предложенными 
Р. Янгом (R. Jang) и впервые программно реа-
лизованными им в системе MatLab. 

Заметим, что полиномиальные ФП обладают 
большей гибкостью благодаря своей особой 
комбинированной структуре. Среди этих ФП 
наиболее простыми в вычислительном плане 
являются z–образные и s–образные функции, 
которые целесообразно рассмотреть подробнее. 

z –образная ФП (Рис. 11 а) является кусоч-
но–полиномиальной функцией и представляет 
собой комбинацию из двух полиномов в виде 
асимметричной кривой, открытой слева. Дан-
ная функция принадлежности описывается 
функционалом следующего вида [21, 52]: 

( )

( ]
( ) ( )

( ) ( )

[ )

1

2 2
1 1 2

1 2
1

2 2
2 1 2

1 2
2

2

1, , ;

1 2 ,

     , ;
2

2 ,

     , ;
2

0, , ,

X

если x d

x d d d

d dесли x d
x

d x d d

d dесли x d

если x d

⎧ ∈ −∞
⎪

− ⋅ − −⎪
⎪

+⎛ ⎤⎪ ∈⎜ ⎥⎪ ⎝⎪ ⎦= ⎨
⋅ − −⎪

⎪ +⎛ ⎞⎪ ∈⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪

∈ +∞⎪⎩

%μ  (9)

где d1, d2 — точки перехода характеристи-
ческой кривой в значения 1 и 0 соответственно. 

Важной особенностью такой составной 
структуры ФП данного подкласса является 
возможность увеличения количества сегментов, 
что повышает степень “гибкости” получаемой 
составной ФП. Несмотря на свою относитель-
ную простоту, полиномиальные ФП недоста-
точно исследованы с точки зрения влияния 
управляющих параметров id  на обеспечение 
адекватности нечетких моделей и систем 
управления, построенных на их основе. 

s–образная ФП (Рис. 11 б) является зер-
кально симметричной к z–образной ФП (откры-
та слева) и по принципу построения похожа на 
нее, но имеет иную запись функционала 
[21, 52]: 
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где d1, d2 — точки перехода функции в зна-
чения 0 и 1 соответственно. 

Функции, описываемые выражениями (9) и 
(10), содержат два параметра d1 и d2 опреде-
ляющих экстремальные точки на графиках. В 
случае, если 1 2d d< , кривая z–образной ФП 
плавно переходит от значения ( ) 1X xμ =%  до 

Рис. 10. Обобщенная колоколообразная ФП 
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( ) 0X xμ =%  или соответственно от значения 

( ) 0X xμ =%  до ( ) 1X xμ =%  для s–образной ФП. В 
противном случае, если 1 2d d≥ , кривая делает 
резкий скачок между экстремальными точками 
d1 и d2 через точку с координатами 

( )( )1 2 2, 0.5d d+ , приобретая вид функции 
“единичного скачка”, используемой при по-
строении функций активации нейронных сетей. 
Каждое из уравнений, входящих в выражения 
(9) и (10), определяет кривую на четырех от-
дельных сегментах, составляющих структуру 
этих ФП (Рис. 11). 

π –образная ФП (Рис. 12) является особой 
комбинацией двух предыдущих рассмотренных 
ФП и характеризуется аналитической зависи-
мостью с использованием индикаторов–
условий: 
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(11)

где d1, d2 — параметры, определяющие форму и 
положение левой половины кривой; 
d3, d4 — аналогичные параметры для правой 
половины кривой. 
Введение в запись выражения (11) индика-

торов ( )1 ξ  с указанными в них условиями в 

виде неравенств ( )( )1 1 21 2d x d d< ≤ + , 

( )( )1 2 21 2d d x d+ < < , ( )21 x d≥ , 

( )( )3 3 41 2d x d d< ≤ + , ( )( )3 4 41 2d d x d+ < < , 

( )31 x d≤  обусловлено требованием непротиво-
речивости условий, одновременно накладывае-
мых функционалами z–образной (9) и s–
образной (10) ФП на значение переменной x и 
параметров d1, d2, d3, d4. Однако, несмотря на 
кажущуюся сложность, выражение (11) легко 
реализуется алгоритмически благодаря нали-
чию в языках программирования встроенных 
математических операций отношения (<,≤ , > и 
т.д.), результат выполнения которых равен зна-
чению 1 в случае их истинности и 0 в против-
ном случае, что с успехом можно использовать 
для программной реализации данного выраже-
ния. В некоторых приложениях π –образная 
ФП может быть заменена линейной ФП t–вида 
или трапециевидной ФП [27]. 

Все рассмотренные ФП содержат не более 
четырех параметров настройки, определяющих 
форму и положение характеристической кри-
вой. В свою очередь, при параметрической и 
структурной идентификации нечеткой модели 
возникают ситуации, когда требуется выпол-
нить подстройку лишь определенного участка 
(сегмента) используемой ФП с тем, чтобы  

Рис. 11. Графики z–образной (а) и s–образной (б) ФП 
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избежать операции разбиения параметрическо-
го пространства переменной и получения до-
полнительного правила, усложняющего полу-
чаемую модель. Следовательно, используемая 
ФП должна иметь сегментированную структу-
ру и допускать выполнение подстройки вы-
бранного сегмента ФП, при этом остальные ее 
сегменты должны оставаться неизменными. 
Кроме того, такая ФП должна содержать ядро, 
положение и длину которого можно регулиро-
вать путем изменения соответствующих пара-
метров настройки. Предъявленным требовани-
ям полностью отвечают лишь три последние из 
рассмотренных нелинейных ФП: z–образная,  
s–образная и π –образная. Остальные ФП либо 
не содержат ядра, либо их параметры настрой-
ки не позволяют локально изменять вид кривой 
на произвольном сегменте ФП, не затрагивая 
соседние участки. Также нецелесообразно ис-
пользование ФП γ –вида, t–вида и линейных 
трапециевидных ФП в связи с линейностю их 
функционалов. Таким образом, при построении 
нечетких моделей и систем управления ТП и 
техническими объектами целесообразно ис-
пользовать функции принадлежности на основе 
семейства полиномиальных кривых. 

С другой стороны, эти ФП содержат  
не более двух (z –, s –образная) или трех  
(π –образная) сегментов, что ограничивает 
возможности их локальной настройки. Одним 
из путей преодоления указанных ограничений 
является использование ФП, содержащей более 
двух изолированных (по параметрам) сегмен-
тов. Такой функцией является нелинейная тра-
пециевидная ФП, именуемая шаблонной 
(Рис. 13), впервые предложенная в работе [53]. 

Аналитическое выражение шаблонной ФП 
(Рис. 13) имеет следующую структуру: 
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 (12) 

где d1, d6 — точки, задающие носитель 0X%  
функции принадлежности; 
d2, d3, d4, d5, d7 — точки настройки сегментов 
ФП. 

Рис. 12. Графики π –образной ФП при разных значениях 1d , 2d , 3d  и 4d  
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Рис. 13. Трапецеидальная полиномиальная ФП 
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Как видно из выражения (12), структура 
этой ФП состоит из пяти сегментов, на четырех 
из которых определены выражения полиноми-
альных кривых с соответствующими условиями 
их стыковки на границах сегментов. К ее осо-
бенностям можно отнести гибкость, обуслов-
ленную наличием семи параметров id , 1, 7i =  
(“степеней свободы”), а также независимостью 
аналитических выражений на соответствующих 
сегментах, что позволяет более точно характе-
ризовать нечеткую переменную, выражаемую 
этой ФП, по сравнению с ранее рассмотренны-
ми ФП. При помощи шаблонной ФП становит-
ся возможным характеризовать разнообразные 
нечеткие подмножества и более точно выпол-
нять модификацию представляющих их нечет-
ких переменных. Это в конечном итоге может 
положительно сказаться на результатах регули-
рования параметров ТП и производственных 
объектов системами, построенными с исполь-
зованием данной ФП. 

Заключение 

Функции принадлежности пока остаются ма-
лоисследованными компонентами, составляю-
щими основу этапа фаззификации при функцио-
нировании интеллектуальных систем. Однако 
лишь ФП и нечеткие правила, строящиеся на их 
основе, обладают способностью аккумулирова-
ния качественной информации о параметрах ТП. 
В работах исследователей традиционно малое 
внимание уделяется данной тематике и, что наи-
более важно, еще недостаточно изучены способы 
увеличения аккумулирующих способностей ФП 
[20, 54]. Для расширения возможностей форма-
лизации (аккумулирования) качественной ин-
формации в работе [56] автором предлагается 
концепция построения ФП на основе слабоос-
циллирующих математических многочленов. 
Четкие одномерные ФП, рассмотренные в данной 
работе, охватывают практически весь перечень 
функций, применяемых в алгоритмах систем не-
четкого управления и составляющих “интеллек-
туальную” основу АСУТП современных произ-
водств. Кроме того, эти ФП используются и в 
алгоритмах нечеткого вывода известных про-
граммных пакетов, предназначенных для по-
строения моделей. 
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