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Колебания неконсервативной системы
с распределенными параметрами
под действием движущейся нагрузки

A. В. Пестерев

Аннотация

В статье рассматриваются задача о колебаниях системы с распределенны-
ми параметрами под действием движущейся сосредоточенной нагрузки.
Предложен метод решения, основанный на разложении отклика в ряд
по комплексным собственным функциям распределенной системы, что
позволяет свести исходное уравнение в частных производных к систе-
ме обыкновенных дифференциальных уравнений относительно обоб-
щенных координат (коэффициентов разложения). Полученная система
дифференциальных уравнений справедлива для различных несамосопря-
женных линейных систем с распределенными параметрами и различных
моделей движущейся нагрузки.

1. Введение

В статье предлагается метод решения задачи о колебаниях простран-
ственно-одномерной неконсервативной линейной системы с распределен-
ными параметрами под действием движущейся сосредоточенной нагрузки.
Термин «движущаяся сосредоточенная нагрузка» используется здесь для
обозначения различных простых моделей конечномерных подсистем, дви-
жущихся вдоль континуума, так, что сила, действующая на континуум,
описывается дельта-функцией Дирака, точка приложения которой меня-
ется со временем. В последующем мы будем ссылаться на три вида таких
нагрузок: «движущаяся сила», «движущаяся масса» и «движущийся осцил-
лятор». Первая модель соответствует случаю, когда распределенная система
находится под воздействием внешней сосредоточенной силы, амплитуда
которой может быть как постоянной, так и заданной функцией времени,
но не зависит от колебаний континуума. Две другие модели подразумевают,
что движущаяся подсистема обладает инерцией. В первой из них движуща-
яся масса жестко связана с континуумом, тогда как в модели движущегося
осциллятора масса взаимодействует с континуумом через пружину.

Задача о колебаниях системы с распределенными параметрами под
действием движущейся нагрузки возникает во многих инженерных прило-
жениях, таких, например, как проектирование железнодорожных и авто-
мобильных мостов, подвесных канатных дорог и т. п. (см., например, [1]
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и приведенные там ссылки). Для решения этой задачи было предложено
много различных методов, большинство из которых предназначены для
решения задач о движущейся силе или движущейся массе (см., напри-
мер, [1–7]). Некоторые результаты, относящиеся к задаче о движущемся
осцилляторе можно найти в [8–12].

Следует подчеркнуть, что большинство методов решения разработаны
для конкретных видов распределенных систем (в основном консерватив-
ных), например, для струн или балок Эйлера—Бернулли с определенными
граничными условиями. Насколько известно автору, не существует уни-
версальных методов, применимых для произвольных неконсервативных
систем с распределенными параметрами. Целью настоящей работы являет-
ся разработка метода вычисления отклика упругой системы, описываемой
произвольным линейным несамосопряженным оператором, на движущу-
юся сосредоточенную нагрузку.

Статья организована следующим образом. В следующем разделе дана
математическая постановка задачи. Затем, используя модальное пред-
ставление для функции Грина произвольной системы с распределенными
параметрами, получен отклик континуума в виде разложения в ряд по ком-
плексным собственным функциям. В разделе 4 задача нахождения завися-
щих от времени коэффициентов разложения сведена к решению системы
комплексных линейных обыкновенных дифференциальных уравнений.
Правые части этих уравнений зависят от некоторой, вообще говоря неиз-
вестной, «силы взаимодействия», действующей на упругую систему. Если
эта сила является заданной функцией времени, то полученная система диф-
ференциальных уравнений не связана. В противном случае, эта сила зави-
сит от искомых коэффициентов и/или производных от этих коэффициен-
тов, и мы имеем систему связанных дифференциальных уравнений. В раз-
деле 5 рассматривается применение метода для конкретного случая движу-
щейся нагрузки, а именно для случая движущегося осциллятора. Конкре-
тизация метода для двух видов континуумов рассматривается в разделе 6.

2. Постановка задачи

Колебания пространственно-одномерной линейной несамосопряжен-
ной системы с распределенными параметрами описываются дифференци-
альным уравнением в частных производных вида

�C��(�, �)+ 1C�(�, �)+ �C(�, �) = �(�, �), (1)

граничными условиями (конкретный вид граничных условий не имеет
значения в данной работе) и начальными условиями

C(�, 0) = �0(�), C�(�, 0) = �0(�). (2)

Здесь � � [0, #], # — длина континуума; �(�, �) — внешняя сила, дей-
ствующая на континуум; ( )� = 8( )�8�; � , 1 и � — дифференциальные
операторы, определенные на функциях, удовлетворяющих необходимым
гладкостным и граничным условиям. Положительно-определенный опе-
ратор � описывает инерцию системы; 1 может быть представлен в виде
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Колебания неконсервативной системы 195

суммы симметрического и кососимметрического операторов, ответствен-
ных за демпфирование и гироскопические эффекты, соответственно; и �
есть сумма симметрического оператора, описывающего жесткость систе-
мы, и кососимметрического оператора, связанного с циркуляционными
эффектами.

Если сила, действующая на континуум со стороны движущейся на-
грузки, является единственной внешней силой, �(�, �) можно представить
в виде

�(�, �) = 0(�)Æ(�� D(�)), (3)

где D(�) — положение сосредоточенной нагрузки на континууме, а функ-
ция 0(�) определяется рассматриваемой моделью сосредоточенной на-
грузки. В простейшем случае (модель движущейся силы) 0(�) не зависит
от колебания континуума. В задачах, где учитывается масса движущейся
подсистемы, 0(�) зависит от перемещения континуума и ее конкретный
вид определяется законом взаимодействия между массой и континуумом.
В случае модели движущейся массы, сила, действующая на континуум,
принимается равной сумме веса движущейся подсистемы и силе инерции,

0(�) = !7 �!
42

4�2
C(D(�), �), (4)

где ! — масса движущейся подсистемы. В модели движущегося осцилля-
тора масса взаимодействует с континуумом через пружину; т. е.

0(�) = �(�(�)� C(D(�), �)), (5)

где �(�) есть отклонение массы от положения равновесия вдоль оси,
перпендикулярной продольной оси континуума, а �—жесткость пружины,
соединяющей массу с распределенной системой.

Рассматриваемый метод не зависит от закона движения массы вдоль
континуума, и координата точки приложения будет обозначаться как D .
В случае постоянной скорости @, D = @�; если задан закон изменения скоро-
сти, надо добавить к системе уравнений дополнительное уравнение D̈ = �(�)
с подходящим начальным условием, где �(�) — заданное ускорение.

Целью настоящей статьи является разработка метода вычисления
отклика неконсервативного континуума общего вида, описываемого урав-
нением (1), под действием линейного консервативного осциллятора. Мы
покажем, что отклик C(�, �) можно представить в виде ряда по ком-
плексным собственным функциям континуума и сведем задачу к решению
системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ)
относительно зависящих от времени коэффициентов разложения.

3. Модальное представление для отклика континуума

Для упрощения последующих уравнений, мы рассмотрим случай од-
нородных граничных и нулевых начальных условий (�0(�) = �0(�) = 0
в (2)). Последнее соответствует случаю, где масса достигает левого конца
континуума в момент � = 0 (D(0) = 0), и континуум находится в покое при
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отрицательных значениях �. Очевидно, что рассмотрение неоднородных
граничных и ненулевых начальных условий не представляет никаких прин-
ципиальных трудностей, а просто приводит к более громоздким формулам.

Хорошо известно (см., например, [13]), что, в случае однородных
граничных и нулевых начальных условий, отклик системы с распределен-
ными параметрами на воздействие внешней силы �(�, �) можно найти
по формуле

C(�, �) =

��
0

,�
0

7(�, �, �� 9 )�(�, 9 ) 4� 49 , (6)

где 7(�, �, �) — функция Грина континуума. Как показано в [13], функ-
ция Грина неконсервативного континуума, не имеющего твердотельных
собственных функций, может быть представлена в следующем модальном
виде:

7(�, �, �) =
1

2

�	�
�=�1

1

=�
-(����(�)E�(�), (7)

где =� и ��(�) — �-е собственное значение и собственная функция рас-
пределенной системы, являющиеся решениями уравнения

�=2�� + =�1 + �	��(�) = 0. (8)

Функции E�(�) являются решениями сопряженной задачи на собственные
значения

�=2�� + =�1
� + ��	E�(�) = 0; (9)

черта над символом означает комплексное сопряжение, а звездочка обо-
значает сопряженные операторы. Так как коэффициенты уравнения (1)
действительные числа, собственные значения и собственные функции об-
ладают следующими свойствами:

=�� = =�, ��� = ��, E�� = E�. (10)

Кроме того, ��(�) и E�(�) удовлетворяют условию нормировки ( [13])
,�
0

E�(�)���(�) 4��
1

=2�

,�
0

E�(�)���(�) 4� = 2. (11)

Подставляя (3) и (7) в (6), получаем модальное разложение отклика
системы с распределенными параметрами:

C(�, �) =
1

2

�	�
�=�1

��(�)(�(�), (12)

где

(�(�) =
1

=�

��
0

-(�(��- )E�(D(9 ))0(9 ) 49 . (13)
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Подставляя индекс �� вместо � в (13) и учитывая (10) и тот факт, что
0(�) — действительная функция, получаем соотношение (��(�) = (�(�);
т. е., нам требуется найти коэффициенты (�(�) только для положитель-
ных �. В силу (10), C(�, �) — действительная функция, и ряд (12) можно
переписать в виде

C(�, �) =
1

2

	�
�=1

[��(�)(�(�)+ ��(�)(�(�)] (14)

или

C(�, �) =
	�

�=1

Re [��(�)(�(�)]. (15)

В общем случае функция 0(�) может зависеть от неизвестных (�(�)
(а также от их производных), и (13) представляет собой систему связанных
интегральных (или интегро-дифференциальных) уравнений относительно
(�(�). В следующем разделе задача о нахождении коэффициентов (� будет
сведена к решению системы линейных ОДУ.

4. Дифференциальные уравнения

для коэффициентов разложения

В этом разделе мы на время забудем, что сила 0(�), действующая на
континуум, неизвестна, и будем трактовать ее как некоторую заданную
функцию времени. При таком предположении мы получим систему фор-
мально несвязанных комплексных ОДУ, которую в дальнейшем можно
применять к решению задач с различными моделями движущейся нагруз-
ки, добавляя к этой системе уравнение для 0(�), выраженное в терминах
неизвестных коэффициентов. Следует отметить, что система формально
несвязанных дифференциальных уравнений, которую мы получим в этом
разделе, справедлива для несамосопряженных систем с распределенными
параметрами общего вида.

Дифференцируя обе части уравнения (13), получаем

(̇�(�) =

��
0

-(�(��- )E�(D(9 ))0(9 ) 49 +
1

=�
E�(D(�))0(�).

С учетом (13), приходим к системе комплексных ОДУ относительно (�(�):

(̇�(�) = =�(�(�)+
1

=�

E�(D(�))0(�), � = 1, 2, � � � . (16)

Представляя комплексные величины в стандартном виде

(� = (.� + 
(/�, �� = �.
� + 
�/

�, E� = E.
� + 
E/

�,
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и вводя обозначения =� = 3�+
6�, где 
 — мнимая единица, запишем �-е
комплексное уравнение системы (16) в виде двух действительных уравне-
ний

(̇.� = 3�(
.
� � 6�(

/
� + 2�

�
3�E

.
� � 6�E

/
�

�
0(�),

(̇/� = 6�(
.
� + 3�(

/
� � 2�

�
6�E

.
� + 3�E

/
�

�
0(�),

(17)

где 2� = (32� + 62�)�1 .
Будем использовать фигурные скобки для обозначения действитель-

ных векторов. Пусть � — число членов в разложении (15), используемых
для аппроксимации решения. Введем обозначения ��.	, ��/	, �E.	, �E/	,
�(.	 и �(/	 для � -мерных векторов, составленных из компонент �.

� , �/
�,

E.
� , E/

� , (.� и (/� соответственно, а также � и Ω1 для диагональных матриц
порядка � :

� = diag [31, � � � , 3	 ], Ω1 = diag [61, � � � , 6	 ].

Введем также следующие 2� -мерные векторы

��	 =

 !"��
.	

��/	

#$% , �E	 =

 !"�E
.	

�E/	

#$% , �(	 =

 !"�(
.	

�(/	

#$%
и 2��2� блочную матрицу

Ω =
�
� �Ω1
Ω1 �

�
.

Легко проверить, что с использованием введенных обозначений система
комплексных уравнений (16) может быть записана в виде действительного
матричного уравнения

�(̇	 = Ω�(	+Ω�1�E(D)	0(�), (18)

где

�E	 =
&�E.	� , ��E/	�'� .

Формула (15) для отклика системы с распределенными параметрами при-
нимает вид

C(�, �) = ��(�)	��((�)	. (19)

5. Задача о движущемся осцилляторе

Полученные уравнения включают в себя вообще говоря неизвестную
функцию 0(�). Если сила 0(�) не зависит от отклика распределенной си-
стемы (как в случае задачи о движущейся силе), уравнения (16) не связаны
и (18), (19) немедленно дают решения рассматриваемой задачи. Для того
чтобы решить задачу в случае, когда сила 0(�) зависит от неизвестных
(�(�), надо добавить к полученной системе уравнения для 0(�).
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В этом разделе мы получим решение задачи о движущемся осцилля-
торе. Для этой задачи сила, с которой осциллятор действует на континуум,
описывается уравнением (5), и мы имеем дополнительное неизвестное —
поперечное смещение массы �(�). Сосредоточенная масса находится под
действием двух сил, вес осциллятора и сила �0(�), так что функция �(�)
удовлетворяет уравнению

!�̈(�) = !g � 0(�).

Интегрируя это уравнение с нулевыми начальными условиями

�(0) = �̇(0) = 0,

получаем

�(�) =
1

2
g�2 � 1

!

��
0

(�� 9 )0(9 ) 49 .

Для удобства обозначений запишем последнее уравнение в виде, анало-
гичном тому, в котором записан отклик континуума:

�(�) =
1

2
g�2 � 50(0(�), (20)

где 50 = 1�


! — нормированная твердотельная собственная функция

изолированной массы и

(0 = 50

��
0

(�� 9 )0(9 ) 49 .

Теперь, в силу (19) и (20), уравнение (5) принимает вид

0(�) = �

�
1

2
g�2 � 50(0(�)� ��(D)	��((�)	

�
. (21)

Добавляя это уравнение и уравнение относительно новой неизвестной (0(�),

(̈0 = 500(�), (22)

к уравнениям (18), получаем следующую систему уравнений суммарного
дифференциального порядка 2� + 2 относительно зависящих от времени
коэффициентов разложения решения по собственным функциям ((((!(((("

�(̇	 = Ω�(	+ Ω�1�E(D)	0(�),
(̈0 = 500(�),

0(�) = �

�
1

2
g�2 � 50(0(�)� ��(D)	��((�)	

�
,

(23)

с нулевыми начальными условиями

(0(0) = (̇0(0) = 0, �(	 = 0. (24)
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Заметим, что уравнения (23) одинаковы для любых несамосопряжен-
ных линейных систем с распределенными параметрами, и требуют знания
только собственных значений и нормированных собственных функций
��(�) и E прямой и сопряженной задач на собственные значения.

6. Приложение к двум распределенным системам

В предыдущем разделе общие уравнения, выведенные в разделе 4,
были специализированы для конкретной модели движущейся нагрузки,
модели консервативного осциллятора. Специализация общих уравнений
для случая континуумов определенного вида также требует некоторого
обсуждения. Дело в том, что коэффициенты полученных уравнений вы-
ражены в терминах собственных функций прямой и сопряженной задач
на собственные значения. В то время как собственные функции (формы
собственных колебаний) прямой задачи известны для ряда однородных
неконсервативных распределенных систем (или, в случае неоднородных
систем, могут быть эффективно найдены численно), сопряженная задача
требует отдельного рассмотрения.

Физический смысл собственных функций сопряженной задачи для
систем с демпфирующими, гироскопическими и циркуляторными сила-
ми не всегда ясен. Эта проблема обсуждается в [13, 14], где показано, что
сопряженные собственные функции связаны с формами колебаний конти-
нуума. Следует однако отметить, что сопряженные функции, приведенные
в [13, 14], не удовлетворяют условию (11) и, таким образом, определены
с точностью до (в общем случае комплексного) скалярного множителя.

В этом разделе уравнения предыдущих разделов специализированы
применительно к двум видам континуумов. Сначала, с целью иллюстрации,
показано, что в случае консервативного континуума полученные уравнения
совпадают с ранее опубликованными решениями, полученными другим
способом. Затем рассмотрен случай пропорционально-демпфированной
распределенной системы и выведен явный вид коэффициентов соответ-
ствующих уравнений.

Далее символом 5�(�) будем обозначать �-ю действительную соб-
ственную функцию соответствующей консервативной системы (т. е. систе-
мы, в которой демпфирование положено равным нулю), удовлетворяющую
условию нормировки

,�
0

5�(�)�5�(�) 4� = 1 (25)

(заметим, что для консервативной системы это условие совпадает с (11)).

6.1. Консервативные системы

Хорошо известно, что консервативная система (1 = 0, � = ��) име-
ет чисто мнимые собственные значения =� = 
6� (нулевая матрица �)
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и действительные и ортогональные собственные функции. Прямая и со-
пряженная задачи на собственные значения совпадают, и, таким образом,
сопряженные собственные функции совпадают с формами собственных
колебаний системы 5�(�). Пусть �5	 — � -мерный вектор с компонента-
ми 5�(D). Тогда

�E	 = �E	 = ��	 =

 !"�5	�0	

#$% , (26)

и уравнение (18) принимает вид !"�(̇
.	

�(̇/	

#$% =

)* 0 �Ω1
Ω1 0

+,
 !"�(

.	
�(/	

#$%+

)* 0 Ω�11

�Ω�11 0

+,
 !"�5	�0	

#$% 0(�) (27)

или
�(̇.	 = �Ω1�(/	,
�(̇/	 = Ω1�(.	 � Ω�11 �5	0(�).

Дифференцируя первое из этих уравнений и подставляя в него второе урав-
нение, получаем систему из � дифференциальных уравнений 2-го порядка

�(̈.	 = �Ω21�(.	+ �5(D)	0(�)
или

(̈.� = �62�(
.
� + 5�(D)0(�), � = 1, 2, � � � ,� , (28)

которая совпадает с системой (39), выведенной в [10].
Возвращаясь к задаче о движущемся осцилляторе, введем обозначение

60 = 0 для твердотельной собственной частоты сосредоточенной массы.
Учитывая (26)–(28), нетрудно проверить, что система уравнений (23) может
быть переписана в более простом виде как

(̈.� + 62�(
.
� + �5�(D)

	�
�=0

5�(D)(
.
� =

1

2
�g�25�(D), � = 0, 1, � � � ,� , (29)

что совпадает с уравнением (1) в [11].
Наконец, заметим, что уравнение (28) можно непосредственно при-

менить к решению задачи о движущейся массе. Действительно, подставляя
(19) в (4) с учетом (26) и ограничиваясь случаем постоянной скорости @,
получаем

0(�) = !
�
g � �5	��(̈.	 � 2@�5�	��(̇.	 � @2�5��	��(.	�. (30)

Подставляя это уравнение в (28), получаем систему дифференциальных
уравнений, описывающих решение задачи о движущейся массе [3]. Эта
система может быть разрешена относительно вторых производных, как
показано в [5].
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6.2. Негироскопические системы

с пропорциональным демпфированием

Хорошо известно (например, [14, 15]), что собственные значения про-
порционально-демпфированной системы (�� = � , 1� = 1 и 1��1� =
���11) комплексны, а собственные функции как прямой, так и сопря-
женной задачи действительны и совпадают с собственными функциями
5�(�) соответствующей классической самосопряженной задачи

(�=2�� + �)5�(�) = 0, (31)

где �=� = 
�6�, а �6� — �-я собственная частота недемпфированного кон-
тинуума. Однако, мы не можем взять 5�(�) в качестве E, так как условие
нормировки (11) не выполнено. Так как собственные функции определе-
ны с точностью до произвольного множителя, будем искать сопряженные
собственные функции в виде

E�(�) = ��5�(�), (32)

где комплексные множители �� выбираются так, чтобы удовлетворить усло-
вию (11) с ��(�) � 5�(�).

Прежде чем находить �� , выведем формулу, связывающую =�, =� и �=� .
Подставляя 5�(�) в (8) и (9), умножая первое из них на =� , а второе на =�

и вычитая его из первого уравнения с учетом условий � = �� и 1 = 1� ,
получаем

(=� � =�)��=�=�� + �	5�(�) = 0. (33)

Сравнивая это уравнение с (31), получаем

=�=� = ��=2�. (34)

Теперь, подставляя (32) и ��(�) = 5�(�) в (11) и принимая во внима-
ние (31) и (25), получаем уравнение

��

,�
0

5�(�)�5�(�) 4��
��

=2�

,�
0

5�(�)�5�(�) 4� =

��

- ,�
0

5�(�)�5�(�) 4� +
�=2�
=2�

,�
0

5�(�)�5�(�) 4�

.
= ��

-
1+
�=2�
=2�

.
= 2.

Из этого уравнения, с учетом (34), следует что

�� =
2=�

=� � =�

=
=�


6�
, (35)

где, как и прежде, 6� — мнимая часть =� .
Подставляя E�(D) = ��5�(D) в (16), получаем

(̇�(�) = =�(�(�)+
1


6�
5�(D(�))0(�), � = 1, 2, � � � (36)
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или
(̇.� = 3�(

.
� � 6�(

/
�,

(̇/� = 6�(
.
� + 3�(

/
� �

1

6�
5�0(�).

(37)

Как и в случае консервативного континуума, неизвестные (/� можно
исключить, и полученная система сводится к системе дифференциальных
уравнений второго порядка. Действительно, дифференцируя первое из
уравнений (37) и подставляя в него второе уравнение, получаем систему �
ОДУ

(̈.� = (32� � 62�)(
.
� + 5�(D)0(�), � = 1, 2, � � � ,� , (38)

аналогичную (28). Уравнения (38) не зависят от конкретного вида дви-
жущейся нагрузки. В случае движущейся силы уравнения не связаны и
немедленно дают требуемое решение после подстановки функции 0(�).
Система уравнений, соответствующая случаю движущегося осциллятора,
получается точно также, как и в случае консервативного континуума,

(̈.� + (62� � 32�)(
.
� + �5�(D)

	�
�=0

5�(D)(
.
� =

1

2
�g�25�(D),

� = 0, 1, � � � ,� ,

(39)

где 60 = 0 и 30 = 0.

7. Заключение

В статье предложен метод нахождения отклика неконсервативной
системы с распределенными параметрами в ответ на движущуюся сосре-
доточенную нагрузку. Метод основан на разложении отклика в ряд по ком-
плексным собственным функциям распределенной системы. Полученная
система обыкновенных дифференциальных уравнений относительно зави-
сящих от времени коэффициентов разложения справедлива для различных
линейных моделей движущейся нагрузки, но содержит (в общем случае)
неизвестную силу взаимодействия нагрузки с континуумом. Для того,
чтобы получить систему уравнений, соответствующую конкретному виду
движущейся нагрузки, требуется представить силу взаимодействия в тер-
минах неизвестных коэффициентов разложения и подставить полученное
выражение в систему уравнений. В статье эта процедура была продела-
на для случая нагрузки, представимой в виде движущегося осциллятора.
В случае консервативной распределенной системы, полученная система
уравнений совпадает с системой полученной ранее в [10, 11].

В общем случае неконсервативной распределенной системы коэф-
фициенты полученных дифференциальных уравнений выражаются через
собственные частоты и собственные функции сопряженной системы. Для
того, чтобы применить их к конкретной несамосопряженной системе,
требуется найти собственные функции сопряженной задачи, удовлетворя-
ющие условиям нормировки (11). В статье это иллюстрируется на примере
пропорционально-демпфированного континуума.
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