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МЕТОДЫ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ ВЫРОЖДЕННОГО

И НЕРЕГУЛЯРНОГО ПРИНЦИПА МАКСИМУМА
�

В работе на примере задачи оптимального управления со смешанны-
ми ограничениями рассматриваются методы регуляризации смешанных
ограничений. Это дает возможность получить ограничения на множи-
тели Лагранжа в нерегулярной задаче. Кроме того, предлагается также
метод решения задачи с вырожденным принципом максимума. Основ-
ные положения иллюстрируются на задаче входа аппарата в атмосферу.

1. Постановка задачи
Рассматривается задача о выборе угла атаки аппарата, тормозящего-

ся в атмосфере при полете на максимальную и минимальную дальность
с учетом ограничений на величину полной перегрузки. Решение указан-
ных задач позволяет определить маневренные возможности аппарата [1].

Дальность полета аппарата определяется интегралом

� =

��
0

�� cos Θ

�+�
��. (1)

Требуется выбрать управление ��(�), доставляющее минимум (максимум)
�(�) (1) при следующих ограничениях:

�Σ =
�
�2

� + �2
� 	



�
� �, 	 =

� 2

2
, � =�g, (2)

� Работа выполнена при финансовой поддержке грантов РФФИ (коды проектов
№№06–01–00244, 06–01–90841).

Динамика неоднородных систем, 2008
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�
min
� � �� � �

max
� , �� = ��0 + ��2

� , (3)

 = 0�
���, g = g0

�2

(�+�)2
, �̇ = ���	




�
� g sin Θ, (4)

Θ̇ = ��	



��
+
�

�

�+�
� g

�

�
cos Θ, �̇ = � sin Θ, (5)

где �Σ — полная перегрузка, 	 — скоростной напор,  — плотность ат-
мосферы, � — скорость аппарата, Θ — угол наклона траектории, � —
высота полета, � — вес аппарата, � — масса, g0 — ускорение силы тя-
жести на поверхности планеты, � — радиус планеты, �� — коэффициент
лобового сопротивления, �� — коэффициент подъемной силы, 
 — ха-
рактерная площадь аппарата, ��0 , �, 0 , � , �

min
� , �max

� , � — постоянные
величины.

Для системы (1)–(5) заданы начальные условия

� (0) = �0, Θ(0) = Θ0, �(0) = �0, �(0) = 0. (6)

Граничные условия имеют вид

� (� ) = �1, Θ(� ) = Θ1, �(� ) = �1, (7)

� — не фиксировано.

2. Принцип максимума (регулярный случай)

Пусть спускаемый аппарат приходит из начального состояния (6)
в конечное положение (7) оптимальным образом в смысле минимума или
максимума дальности в предположении, что на оптимальной траектории
выполнено условие регулярности [2, 3]. В нашем случае условие регуляр-
ности эквивалентно условию

��Σ

���

�= 0, �Σ = � . (8)

В этом случае принцип максимума имеет следующий вид:

Π = �Θ

�
��� 


2�
+
�

�

�+�
� g

�

�
cos Θ

�
+ ��� sin Θ�

� ��

�
���

2


2�
+ g sin Θ

�
+ ��

�� cos Θ

�+�
, (9)
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(10)

Здесь �(�) — множитель Лагранжа, который определяется из условия
Блисса [2, 3]

�Π

���

� �(�)��Σ
���

= 0, �(�) =
2

�
�Θ

2
� ������

�
��� [1 + 2���]

�0

�
�2

� + �2
� , (11)

�Θ, �� , �� , �� — соответствующие сопряженные переменные. Для огра-
ничения типа неравенств (2) выполнено условие дополняющейнежесткости

�(�)(�Σ �� ) = 0. (12)

Так как система (1), (5) автономна и на время спуска никаких ограничений
не накладывается, то функция Понтрягина (9) тождественно равна нулю,
т. е.

Π(� , �, �) � 0, � = ��, � = (Θ, � ,��, �),

� = (�Θ, �� , �� , ��).
(13)

Сопряженная переменная ��(�) нормируется условием

��(�) = �1. (14)

Из �̇� = 0 (10) следует ��(�) � �1 на всей оптимальной траектории.
Начальные условия для системы (10) неизвестны и являются пара-

метрами задачи. Условия ��(�) � �1 и Π(� , �, �) � 0 (13) по существу
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определяют два свободных параметра

�Θ(0) = �1, �� (0) = �2, (15)

так как �� (0) определится из условия Π(� , �, �) � 0.
В этом случае число контролируемых в конце траектории функций

(7) совпадает с числом свободных параметров задачи (1)–(7), (9), (10),
поскольку время � не фиксировано и является свободным параметром.

Согласно принципу максимума программа управления выбирается
из условия

Π� min
��

при �(� )� max,

Π� max
��

при �(� )� min .
(16)

Выпишем ту часть функции Понтрягина (9), которая явно зависит от управ-
ления ��(�)

Π0 = �Θ
��� 


2�
� ��

���
2


2�
. (17)

Управление ��(�) может принимать не только концевые значения (3),
но также и промежуточное, которое определяется из условия

�Π0

���

= 0, ��
� =

�Θ

2��� �
, �min

� � ��
� � �max

� . (18)

Вычислим теперь три значения Π0 (17)

Π1 = Π0(�
min
� ), Π2 = Π0(�

max
� ), Π3 = Π0(�

�
�)

и определим соответствующие минимальные и максимальные величи-
ны Π0

Πmin
0 = min �Π1, Π2, Π3�, Πmax

0 = max �Π1, Π2, Π3�. (19)

Соотношения (19) определяют характер оптимального управления для за-
дачи Понтрягина, т. е. при условии �Σ � � . Решение поставленной задачи
значительно упрощается, если правый конец траектории контролируется
условием

�(� ) = �1. (20)

В этом случае решение краевой задачи (1), (7) определяется граничными
условиями

Θ(� ) = Θ1, � (� ) = �1 (21)

и зависит от двух произвольных постоянных �1 и �2 (15).
Таким образом, исходная задача сводится к двухпараметрической кра-

евой задаче (1), (6), (10), (15), (21), а оптимальное управление ��(�) опре-
деляется в каждой точке � согласно принципу максимума (19).
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3. Продолжение решений по параметру

Для задачи Понтрягина при �Σ � � множитель Лагранжа �(�) = 0
(11). Непосредственное решение краевой задачи известным методом Нью-
тона [4] наталкивается на целый ряд принципиальных затруднений. Пер-
вый вопрос связан с выбором хорошего начального приближения. Второй
вопрос касается обусловленности матрицы Якоби. При плохой обуслов-
ленности матрицы Якоби уменьшается скорость сходимости метода Нью-
тона и сужается область его сходимости.

В настоящей работе сначала рассматривается задача со свободным
правым концом. В этом случае

�Θ(�1) = 0, �� (�1) = 0. (22)

Пусть �(�) является строго монотонной убывающей функцией. Разо-
бьем отрезок интегрирования [�0,�1] на систему вложенных отрезков

[�0,�11] � [�0,�12] � � � � � [�0,�1	], �1	 = �1. (23)

На отрезке [�0,�11] рассмотрим краевую задачу

�̇
 = �
(�, �), �
(�0) = �
0, � = 1, 4,

�̇� = � �Π
��


, ��(�0) = �1� , � = 1, 4,

�1(�11) = �Θ(�11) = 0, �2(�11) = �� (�11) = 0,

(24)

где
� = (Θ, � ,� , �), � = ��, � = (�Θ, �� , �� , ��).

Так как отрезок [�0,�11] достаточно мал, то краевая задача (24)
легко решается методом Ньютона. Действительно, в этом случае в качестве
начального приближения можно выбрать

�1(�0) = �Θ(�0) = �11, �2(�0) = �� (�0) = �12 (25)

близкими к концевым значениям �Θ(�11) и �� (�11). Полученные зна-
чения �11 и �12 обозначим через �11 и �12 и далее на отрезке [�0,�12]
решим новую краевую задачу с условиями

�1(�12) = �Θ(�12) = 0, �2(�12) = �� (�12) = 0,

полагая �1(�0) = �11 , �2(�0) = �12 . Далее решение уточняется по мето-
ду Ньютона. Указанный процесс можно продолжать вплоть до значения
�1	 = �1 .

На практике выбор точек разбиения отрезка [�0,�1] проводится
на основе принципа Рунге—Кутта, который применяется при интегри-
ровании обыкновенных дифференциальных уравнений. Для этой цели
задают определенное число итераций в методе Ньютона и точку �11 . Ес-
ли на интервале [�0,�11] число итераций превышает заданное, то отрезок
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[�0,�11] делим пополам и т. д. После выбора �11 выбирают �12 путем
удвоения длины отрезка [�0,�11].

В указанном методе продолжения по параметру решается вопрос о вы-
боре хорошего начального приближения для решения краевой задачи. Как
правило, при хорошей обусловленности матрицы Якоби здесь не возни-
кает никаких серьезных проблем вычислительного характера.

Ситуация значительно усложняется при росте числа обусловленности
матрицы Якоби. Например, при входе аппарата в атмосферу с первой кос-
мической скоростью � (�0) = 8 км/с, �0 = 100 км на высоте � = 35 км
построенный итеративный процесс практически перестает сходиться да-
же при дроблении отрезка интегрирования. На указанной высоте спектр
матрицы Якоби имеет жесткую структуру [4].

Для преодоления возникших трудностей на отрезке [�0,�11] выбира-
лась промежуточная точка �21 и первоначальный отрезок интегрирования
разбивался на два интервала [�0,�21] и (�21,�11]. На интервале [�0,�21]
системы (1), (5), (10) интегрировались слева направо, а на интервале
[�21,�11] эти же системы интегрировались справа налево. При этом сво-
бодные параметры задачи в точках �0 и �11 подбирали из условия не-
прерывности основных и сопряженных переменных в точке �21

Θ(�21 � 0) = Θ(�21 + 0), � (�21 � 0) = � (�21 + 0),

�(�21 � 0) = �(�21 + 0), �Θ(�21 � 0) = �Θ(�21 + 0),

�� (�21 � 0) = �� (�21 + 0).

(26)

При этом размерность краевой задачи увеличивается вдвое, однако улучша-
ется обусловленность матрицы Якоби. При продолжении решения по па-
раметру точка �21 также является текущей. Однако ее величина должна
удовлетворять условию �21  35 км. Предложенный метод дает возмож-
ность продолжить решение до значения � = �1 .

В результате решения краевой задачи со свободным правым концом
получаются определенные значения Θ(�1) и � (�1), которые в общем
случае не совпадают с требуемыми граничными условиями.

Для дальнейшего продолжения решений введем следующий функ-
ционал:

! (�1) =
�
[Θ("1)�Θ1]

2 + [� (�1)� �1]2
�1/2

, (27)

где Θ1 и �1 являются заданными краевыми условиями.
Поиск минимума функционала (27) проводился методом Ньютона

��+1 = �� � [! ��(��)]
�1! �(��), � = (�1, �2). (28)

Здесь ! �(��) — градиент функции (27) в точке �� , !
��(��) — матрица

Гессе. Вопросы поиска минимума функционала (27) при плохо обуслов-
ленной матрице Гессе рассмотрены в работе [5].
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Обоснованию методов гомотопии посвящена работа [6]. В ней изла-
гаются деформационные методы исследования различных классов вари-
ационных задач, в том числе и задач оптимального управления. Идейно
метод гомотопии связан с точкой минимума и гомотопическим инвариан-
том. Если исследуемая экстремаль в процессе деформации задачи равно-
мерно изолирована по параметру, то ее свойство быть точкой минимума
есть гомотопический инвариант.

4. Ограничение на перегрузку

Учет ограничений на перегрузку (2) существенно увеличивает труд-
ности получения решения даже в регулярном случае. Первая проблема
связана с вычислением множителя Лагранжа �(�) (11). При итеративном
поиске оптимальной траектории наблюдается значительный рост множи-
телей Лагранжа при ��(�) � 0. Указанную трудность можно преодолеть
в рамках теории сингулярно-возмущенных систем [4, 7].

Вторая проблема в задачах оптимального управления при наличии
ограничений типа неравенств связана с определением геометрии опти-
мальной траектории или, другими словами, множества активных индек-
сов. Этот вопрос в определенной степени решается для задач, линей-
ных по управлению. При этом исходная задача дискретизуется и за-
тем решается задача линейного программирования большой размерно-
сти. Ее решение дает возможность оценить геометрию оптимальной тра-
ектории. При этом сужается число возможных альтернатив в характере
оптимальной траектории. На базе полученного решения можно постро-
ить гипотезу о геометрии оптимальной траектории. Затем предполагае-
мую траекторию можно проверить на оптимальность, используя принцип
максимума.

Следует заметить, что при решении задачи линейного программиро-
вания также появляются серьезные проблемы вычислительного характера,
связанные с некорректностью рассматриваемой задачи [8].

В поставленной задаче трудность определения геометрии оптималь-
ной траектории связана с определением момента схода с ограничения
�Σ = � (2).

Заметим, что суммарная перегрузка �Σ (2) имеет две компоненты ��

и �� . Первая называется продольной перегрузкой, а вторая— нормальной:

�� =
� 2


2�g0
��, �� =

� 2


2�g0
��, �Σ =

�
�2� + �2� . (29)

Вместо ограничения (2) введем новое ограничение

��� �+ �� � �1, ��� �+ �� ��1 = #(�, �) � 0. (30)
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При соответствующем выборе �1 из справедливости неравенства (30) за-
ведомо будет выполнено ограничение (2). Указанный факт следует из не-
равенства

�1 �
	��� �+ ����



�
�
�2� + �2�, (31)

причем равенство достигается при �� = 0.
Вычислим теперь производную #(�, �) (30) по ��

�#

���

=
� 2


2�g0
[sign�� + 2���]. (32)

В этом случае множитель Лагранжа �(�) для ограничения #(�, �) � 0 (30)
определяется по формуле

�(�) =
2

�
�Θ

2
� ������

�
�0

� [sign�� + 2���]
. (33)

Из (33) видно, что множитель Лагранжа �(�) является ограниченным
для любых значений �� . Значение sign�� при �� = 0 доопределяем
по непрерывности из условия sign �� при �� � 0.

Указанный подход дает возможность проводить непрерывный ите-
рационный процесс по поиску оптимальной траектории при значениях
��(�), близких к нулю.

При движении по ограничению типа (2) управление �2
� определяется

из условия связи �Σ = �

�
2
� =

(1 + 2���0 ) +
�
(1 + 2���0 )

2 + 4

�
��g0

	

� ��0

�
�2
�1/2

2�2
= $0,

��1 =
	
$0, ��2 = �	$0.

(34)

Оптимальное управление выбирается согласно принципу максимума
(17). Для этой цели вычисляем

Π4 = Π0(��1), Π5 = Π0(��2 ), Πmax
0 = max �Π4, Π5�. (35)

Полученное значение управления из (35) подставляем в уравнения дви-
жения.

Для ограничения типа (30) имеем

��� �+ �� = �1,
� 2


2�g0

���� �+ ��0 + ��2
�

�
= �1. (36)
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Тогда можно определить ��(�) из уравнения (36)

��
2
� + ��� � �

�12�g0
� 2


+ ��0 = 0,

��3 =

�1 +


1 + 4�

�
2�1�g0
� 2


� ��0

�
2�

, ��  0,

��4 =

1�


1 + 4�

�
2�1�g0
� 2


� ��0

�
2�

, �� � 0.

(37)

Необходимое управление определяется из принципа максимума (17). Здесь
предполагается справедливым следующее неравенство

2�1�g0 � ��0�
2

  0.

В противном случае лишние корни также определяются из принципа
максимума.

Величины � и �1 определяются из решения задачи Понтрягина.
Максимальное значение � вычисляется из условия максимума функ-
ции �Σ на оптимальной траектории при фиксированных начальных дан-
ных (6) для фазовых координат. Аналогичным образом определяется па-
раметр �1 .

Геометрия оптимальной траектории в задаче �(� ) � min связана
со следующей теоремой.

Теорема 1. Момент схода с ограничения �Σ = � в задаче �(� )� min
определяется равенством

��2 = �	$0 = �
min
� , (38)

где ��2 вычисляется по формуле (34).

5. Необходимые условия экстремума
в нерегулярном случае

Рассмотрим теперь случай, когда оптимальная траектория содер-
жит интервал, где �Σ = � , и на этом интервале в какой-нибудь точке
��Σ/��� = 0.

Множество точек, определяемое уравнениями

��Σ

���

= 0, �Σ = � , (39)

следуя работе [2], назовем нерегулярными точками. Для рассматриваемой
задачи ��Σ/��� = 0 при �� = 0.
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14 Дикусар В.В.

В нашем случае для решения поставленной задачи воспользуемся
результатами работ А. Я. Дубовицкого и А. А.Милютина [2, 3].

Согласно [2, 3] при наличии нерегулярных точек система сопряжен-
ных уравнений имеет вид

�̇Θ = ��Π
�Θ

,

�̇� = � �Π
��

+ �(�)
��Σ

��
+
�%

��

��Σ

��
,

�̇� = ��Π
��

+ �(�)
��Σ

��
+
�%

��

��Σ

��
,

�̇� = 0.

(40)

Здесь �(�) — множитель Лагранжа, �%/�� — обобщенная функция. Для
указанных объектов выполнены условия дополняющей нежесткости

�(�)(�Σ �� ) = 0, ��

�%

��
= 0. (41)

Случай, когда нерегулярная точка является концом траектории, не исклю-
чается.

Из (40) следует, что в нерегулярной точке (39) сопряженные перемен-
ные �� и �� будут испытывать скачок на величины %��Σ/�� и %��Σ/��
соответственно, причем %  0. В этом состоит существенное отличие
нерегулярного случая от регулярного, где сопряженные переменные яв-
ляются непрерывными функциями для смешанных ограничений класса
#(�, �) � 0 [2, 3].

Кроме условий (39)–(41) на оптимальной траектории должны быть
выполнены условия интегрируемости множителей Лагранжа и условия
нормировки (условия нетривиальности принципа максимума)

��
0

�(�) ��0, �(�)  0. (42)

По существу условие интегрируемости следует из условия нормировки.

6. Структура множества нерегулярных точек

Теорема 2. Оптимальная траектория в случае ограничения �Σ = �
содержит конечное число нерегулярных точек.

Доказательство. Пусть

�Σ = 	



�

�
�2

� + �2
� = � .
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Методы регуляризации принципа максимума 15

Положим
& =
�
�2

� + �2
� .

Тогда

& =
��

	

, &(��) = &(�� = 0) = &�. (43)

Покажем, что
�2&�

��2
 0.

Предположим противное, т. е.

lim
��

& � &�
(�� ��)2

= 0.

Тогда

lim
��

& � &�
(�� ��)3

существует и тоже равен нулю. Докажем это.
�2

� = 0 при � = �� и непрерывно в этой точке. В этом случае

lim
��

& � &�
�� ��

= &̇
��
=�

= 0,

lim
��

& � &�
(�� ��)2


= lim
��

&̇

�� ��
= � lim

��


&2

��

	̇

�� ��
= �
&

2
�

��
lim

	̇

�� ��
;

	̇ =
̇� 2

2
+ �̇ � , ̇ = �� sin Θ,

�̇ = ����
2


2�
� � sin Θ.

Но ̇, �̇ , , � непрерывно дифференцируемы в точке �� . Следовательно,

lim
��

	̇

�� ��
существует. В результате имеем

	̈ =
̈� 2

2
+ 2�̇ ̇� + �̈ � 

��
=�

= 0.

Покажем теперь, что

lim
��

& � &�
(�� ��)3

существует.

lim
& � &�
(�� ��)3


= lim
&̇

(�� ��)2
� 
&

2
�

��
lim

	̇

(�� ��)2

= lim

	̈

�� ��
.
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16 Дикусар В.В.

Так как 	̈ — непрерывно дифференцируемая функция в точке �� , то

lim
��

	̈

�� ��
существует и равен нулю, ибо &� — точка минимума &, т. е.

...
	 (��) = 0.

В результате получаем систему

��0 =
��


	
, 	̇(��) = 0, 	̈(��) = 0,

...
	 (��) = 0. (44)

Система (44) имеет единственное решение относительно � , � , Θ,� при
фиксированных значениях ��0 , 
,�. При всех остальных значениях � , � ,
Θ,� приходим к противоречию.

Таким образом,

lim
& � &�
(�� ��)2

 0,

т. е. точка �� является изолированной. Отсюда следует, что на оптимальной
траектории, как и на любой другой траектории с ограничением �Σ = � ,
число точек &� конечно. �

7. Непрерывность ��̇�� в точке ��

Теорема 3. Функция ��̇�� непрерывна в точке �� .

Доказательство. Если оптимальная траектория удовлетворяет ограни-
чению �Σ = � на интервале ненулевой меры, то �̇Σ = �̈Σ =

...
�Σ= 0.

�̇Σ = 	̇(�2
� + �2

�) + ���̇�[1 + 2���0 ]	 = 0,

�̈Σ = 	̈(�2
� + �2

�) + ���̈�[1 + 2���0 ]	 + �̇2
� [1+ 2���0 ]	 +

+ 3	̇���̇�[1+ 2���0 ] + 4�2�2
� �̇

2
�	 = 0.

Предположим противное. Пусть

�� = '(�� ��)�, 0 � ( � 1.

Тогда
�̇�'((�� ��)��1, ���̇� = '

2
((�� ��)2��1.

Так как 	̇(��) = 0, то из �̇Σ = 0 следует ���̇� = 0. Тогда 2( � 1  0,
(  1/2. Вычислим теперь

���̈� = '(�� ��)�'(((� 1)(�� ��)��2.
С другой стороны

�̇
2
� = '

2
(
2(�� ��)2(��1).
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Так как 	̈(��) ограничено, то из �̈Σ = 0 следует	
�̇��̈� + �̇2

�



(1 + 2���0 )	 = 0.

Отсюда получаем

�(2 = (((� 1), 2(2 � ( = 0, (1 = 0, (2 =
1

2
.

Получили противоречие. Таким образом, ( � 1. В этом случае

�̇
2
� = � 	̈

�
�2

� + �2
�

�
	[1 + 2���0 ]

. (45)

Согласно (45), из непрерывности 	̈ в точке �� следует непрерывность ��̇��
в точке �� . �

8. Нерегулярная оптимальная траектория

Из непрерывности ��̇�� в нерегулярной точке �� и условия интегри-
руемости множителя Лагранжа �(�) (42) следует

�Θ(��) = 0. (46)

В результате совокупность условий в нерегулярной точке имеет вид

	̇(��) = 0, �Θ(��) = 0, �� = 0, �Σ = � . (47)

Указанным условиям можно удовлетворить за счет выбора произволь-
ных постоянных для сопряженных переменных �� (0), �Θ(0) (15). В этом
случае левый кусок оптимальной траектории, включающий нерегулярную
точку на правом конце, определяется однозначно.

Рассмотрим теперь вопрос продолжения оптимальной траектории че-
рез нерегулярную точку. Для простоты анализа полагаем, что имеется
единственная нерегулярная точка на всей оптимальной траектории.

Для определения правого куска траектории в задаче со свободным
правым концом необходимо удовлетворить двум краевым условиям (22).
Однако в нашем распоряжении имеется только один свободный параметр
%  0, который определяет величину скачка для сопряженных переменных
в нерегулярной точке

�� (�� + 0)� �� (�� � 0) = %
��Σ

��
,

�� (�� + 0)� �� (�� � 0) = %
��Σ

��
, %  0.

(48)

Невозможность удовлетворить краевым условиям (22) на правом кон-
це оптимальной траектории свидетельствует о нарушении необходимых
условий экстремума на всей оптимальной траектории.
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18 Дикусар В.В.

Обратимся теперь к условию нормировки (42). Совершенно очевид-
но, что основную роль в этом условии будет играть множитель Лагранжа
�(�). Рассмотрим теперь возможность существования нерегулярной опти-
мальной траектории при

��(�) � 0. (49)

В этом случае левый кусок оптимальной нерегулярной траектории
также определяется однозначно за счет выбора �Θ(0) и �� (0). При этом
можно удовлетворить краевым условиям (22) на правом конце, положив

�� (�� + 0) = 0. (50)

Из (49), (50) и (47) следует

�� (�) � 0, �� (�) � 0, �Θ(�) � 0, � � (��, � ].

Таким образом, на правом конце нерегулярной траектории прин-
цип максимума выполняется тривиально. Так как левый кусок траекто-
рии определяется однозначно, то на отрезке (��, � ] можно рассматривать
любую задачу оптимального управления. Указанные задачи на левом конце
будут содержать нерегулярную точку �� , в которой выполнены условия (47).

Здесь возникает вопрос о построении оптимальной траектории с вы-
рожденным принципом максимума на правом конце [9, 10].

9. Регуляризация вырожденного
принципа максимума

Одним из возможных способов построения оптимальной невырож-
денной траектории является изменение структуры ограничения (29). Огра-
ничение вида (30) использовалось нами ранее для устойчивого итератив-
ного поиска оптимальной траектории для малых значений ��(�). При этом
множитель Лагранжа вычислялся по формуле (33). Изменение структуры
смешанного ограничения (29) не накладывает дополнительных требова-
ний на функцию �Θ(�) в нерегулярной точке (�Θ(��) = 0). Однако для
продолжения траектории через точку �� необходимо выполнить условие
	̇(��) = 0. В результате мы получаем три условия на нерегулярной опти-
мальной траектории

	̇(��) = 0, �� (� ) = 0, �Θ(� ) = 0, (51)

которые можно выполнить за счет выбора скачков сопряженных перемен-
ных вида (48) и произвольных постоянных �� (0) и �Θ(0).

При таком подходе мы получаем невырожденный принцип максиму-
ма на всей оптимальной траектории.

Наличие нескольких нерегулярных точек также не приводит к вы-
рождению принципа максимума, однако усложняет поиск оптимальной
траектории.
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Рассмотрим теперь другой подход к построению невырожденного
принципа максимума. Для этой цели при построении функции Понт-
рягина (9) член

�Θ
��� 


2�
считаем малым параметром при достаточно малых ��(�). Тогда выражение
для множителя Лагранжа �(�) принимает вид

�(�) = � 2���

1 + 2���

�0

�
�2

� + �2
� . (52)

В этом случае условия интегрируемости �(�) выполняются автомати-
чески.

В результате мы получаем невырожденный принцип максимума с не-
регулярными точками. Кроме того, выражение (52) позволяет проводить
устойчивый итеративный поиск оптимальной траектории для малых ��(�).

Укажем еще один способ регуляризации вырожденного принципа мак-
симума. Пусть на оптимальной траектории выполнено условие �Σ = � (2).
Тогда имеем 1

2
ln
�
�

2
� + �2

�

�
+ ln

� 2


2�g0
= ln� . (53)

Рассмотрим теперь отдельно члены (53), которые связаны с управле-
нием

1

2
ln
�
�

2
� + �2

�

�
=

1

2
ln
	
(�� + ��)

2 � 2����



=

=
1

2
ln (�� + ��)

2
�
1� 2����

(�� + ��)2

�
=

= ln (�� + ��) +
1

2
ln

�
1� 2����

(�� + ��)2

�
. (54)

Вычисление производных (54) по �� дает	
ln (�� + ��)


�
��

=
1 + 2���

�� + ��

,�
1

2
ln

�
1� 2����

(�� + ��)2

���
��

�

�
	
(�� + 2���)(�� + ��)2 � 2(�� + ��)(1 + 2���)����



(�� + ��)4

�
1� 2����

(�� + ��)2

� .

Полученные выражения не имеют особенностей при �� = 0. Послед-
нее означает, что в этом случае множитель Лагранжа �(�) для ограниче-
ния (53) будет конечным. Таким образом, нерегулярная точка не накла-
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дывает никаких ограничений на сопряженную переменную �Θ(�). В ре-
зультате получаем невырожденный принцип максимума.

Из приведенных рассуждений легко получить алгоритм построения
нерегулярной траектории. На первом этапе определяется левый кусок не-
регулярной траектории по условиям (47). При этом мы используем условия
регуляризации множителя Лагранжа �(�). На втором этапе определяется
правый кусок траектории по граничным условиям на правом конце вида
(7) или (22). Здесь предполагается существование единственной нерегу-
лярной точки.

При поиске правого куска траектории вводим новые свободные па-
раметры �Θ(��+0) и �� (��+0). Далее выбираем их таким образом, чтобы
удовлетворить заданным краевым условиям.

Наличие нескольких нерегулярных точек не меняет наших рассмот-
рений, поскольку каждый кусок траектории определяется независимо.

Замечание. Отметим, что в нерегулярной точке �� мы допускаем возможность раз-
рыва сопряженной переменной �Θ(�).�

Траектория, определенная по кускам, служит в качестве первого прибли-
жения для получения решения на базе невырожденного принципа максимума.
Здесь �Θ(�) будет непрерывной функцией на всей оптимальной траектории.
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