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Многомерный вейвлет-анализ

изображений
�

В. З. Рахманкулов, А. А. Ахрем,

В. В. Герасимов, А. А. Барсегов

В статье приводятся основные свойства многомерных вейвлет-про-
странств. Рассматриваются также вопросы применения многомерных
вейвлет-функций для анализа и распознавания объемных промышлен-
ных деталей. Дается описание разработанного авторами программного
комплекса обработки и распознавания специальных классов таких де-
талей с применением аппарата многомерных вейвлет-функций.

Введение

Обычно под системами вейвлетов понимаются сжатия и сдвиги одной
функции, образующие систему представления в каком-либо смысле (на-
пример, ортонормированный базис в гильбертовом пространстве �2(&),
где & = (��,+�) — числовая ось). В некоторых ситуациях вейвлет-
системы состоят из сдвигов и сжатий нескольких функция или целой
последовательности.

Интерес к изучению систем вейвлетов возник задолго до появления
терминологии и основ теории вейвлетов (пространств вейвлетов) и был
обусловлен главным образом потребностью в их использовании для обра-
ботки сигналов и изображений. Базисы вейвлетов имеют ряд преимуществ
по сравнению с другими базисами, используемыми в качестве аппарата
приближения функций. Они обладают так называемой время-частотной
локализацией, т. е. быстро убывают на бесконечности как сами базисные
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функции, так и их преобразования Фурье [1–3]. Благодаря этому свойству
при разложении по базису сигналов, частотные характеристики которых
меняются по времени или по пространству (таковыми являются, в частно-
сти, речевые или музыкальные сигналы, сейсмические сигналы, а также
изображения), много коэффициентов разложения при ненужных на дан-
ном пространственном или временном участке гармониках оказываются
малыми и могут быть отброшены, что обеспечивает тем самым сжатие
информации.

Допустимость такого отбрасывания объясняется другим важным
свойством вейвлетов: вейвлет-разложения являются безусловно сходя-
щимися рядами. Кроме того, существуют эффективные алгоритмы, поз-
воляющие быстро вычислять коэффициенты вейвлет-разложений [1–7].
В работах авторов [8, 9] исследовались возможности применения одно-
мерных вейвлет-функций для решения задач фильтрации, сжатия, окон-
туривания изображений специальных классов промышленных деталей.

1. Многомерные вейвлет-функции

В настоящем разделе мы обобщим понятия вейвлет-функции и вей-
влет-пространства на многомерный случай. Для этого нам потребуются
некоторые определения и факты из теории одномерных вейвлетов.

Обозначим через �2 гильбертово пространство последовательностей
комплексных чисел � � 	��
(� = 1, 2, ...) таких, что

��
�=1

����2 !�.

Скалярное произведение элементов ��, ��� � �2задается следующей
формулой

(��, ���) �
��
�=1

��� � ����,

где ��= (��1,�
�
2, ...), ���= (���1 ,�

��
2 , ...), ���� — число, комплексно сопряжен-

ное с ���� .

Определение 1. Пусть # — гильбертово пространство. Система его
элементов 	��
(� = 1, 2, ...) называется системой Рисса с постоянны-

ми 6, = � 0;, если для любого � � 	��
, � � �2 , ряд
��
�=1

���� сходится

в # и выполняются неравенства

6���22 � �
��
�=1

�����2* � =���22 .
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Если система Рисса является базисом, то ее называют базисом Рисса.
Имеет место следующее утверждение [1–4].
Теорема 1. Пусть H — гильбертово пространство, 	��
 — система
Рисса в # с константами 6, = . Тогда

1) 	��
(� = 1, 2, ...) является базисом Рисса в пространстве


 � 	� =
��
�=1

����,
��
�=1

����2 ! �
;

2) 
 � 1*	��, � � 	1, 2, ...

, где 1*	��
 —множество конечных линейных
комбинаций множества 	��
; 1*	��
 — замыкание множества 1*	��
;

3) для любого элемента � � 
 выполняются соотношения

6���2 �
��
�=1

�(� , ��)�2 � =���2.

Определение 2. Совокупность замкнутых пространств 
� � �2(&),
� � D , где D — множество целых чисел называется кратномасштаб-
ным анализом в �2(&), если выполнены следующие условия:

I. 
� � 
�+1 для всех � � D ;
II.
�

�	+ 
� плотно в �2(&);
III.

�
�	+ 
� = 	0
;

IV. � � 
� ! �(2���) � 
0 для всех � � D ;
V. Существует такая функция " � 
0 , что последовательность целочис-
ленных сдвигов 	"(�+ �)
(� � D) образует базис Рисса в 
0 .

Функция " из условия 
 называется масштабирующей для данного
кратномасштабного анализа 	
�
(� � D).

Заметим, что главное предназначение кратномасштабного анализа
состоит в следующем. На его основе можно строить ортогональные ба-
зисы, полученные посредством сжатий и сдвигов одной или нескольких
функций.

Отметим, что вопросы существования кратномасштабного анализа
	
�
(� � D) и методы его построения подробно рассматриваются в рабо-
тах [1–7].

Вернемся теперь к построению многомерного аналога кратномас-
штабного анализа (КМА).

Пусть даны многомерные КМА 	
 (�)� 
,� � D ,, = 1, ..., *.
Определим подпространства 	
�
, � � D , гильбертова пространства

�2(&, ):


� �
�
�
�=1



(�)
� = 1*	� = �1 � ...� ��, �� � 


(�)
� 
.
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Имеет место следующее утверждение [3, 4].

Теорема 2. Пусть КМА 	
 (�)� 
, � � D , , = 1, ..., * — КМА в гиль-
бертовом пространстве L2(R). Тогда подпространства V� простран-
ства �2(&, ), определенные формулами (1), обладают следующими
свойствами:

I. 
� � 
�+1 для всех � � D ;

II.
�

�	+ 
� плотно в �2(&, );

III.
�

�	+ 
� = 	0
;
IV. � � 
0 ! �(2��) � 
� для всех � � D ;

V. Существует функция " � 
0 такая, что последовательность
	"(�+ �)
(� � D, ), образует базис Рисса в 
0 .

Совокупность пространств 
� , � � D , удовлетворяющих условиям
I–V теоремы 2, называется КМА в пространстве �2(&, ).

Пространства вейвлетов W� определяются теперь, как и в одномерном
случае, формулами:

8� � 
�+1Θ
�, (� � D).

Остановимся подробней на двумерном КМА, так как именно двумер-
ный КМА связан с обработкой изображений [3, 4]. В этом случай сигнал
представляет собой функцию �(�, �) � �2(&2). Пусть заданы: "(�) —
масштабирующая вейвлет-функция и E(�) — вейвлет. Они порождают
базисные функции "�,�(�) и E�,�(�). Двумерный сигнал �(�, �) расклады-
вается по базисным в �2(&2) функциям "�,�(�) � "�,�(�), "�,�(�) �E�,�(�),
E�,�(�) � "�,�(�), E�,�(�) � E�,�(�). Соответствующие коэффициенты назы-
ваются следующим образом.

Аппроксимирующие коэффициенты �� получаются как коэффици-
енты разложения по вейвлет-базису "�,�(�) � "�,�(�). Горизонтальные де-
тализирующие коэффициенты ��� получаются как коэффициенты разло-
жения по вейвлет-базису "�,�(�) �E�,�(�). Вертикальные детализирующие
коэффициенты ���� получаются как коэффициенты разложения по вей-
влет-базису E�,�(�) � "�,�(�). Диагональные детализирующие коэффици-
енты ����� получаются как коэффициенты разложения по вейвлет-базису
E�,�(�) � E�,�(�).

Отметим, что горизонтальные коэффициенты больше отражают гори-
зонтальные элементы изображения, вертикальные коэффициенты больше
отражают вертикальные элементы изображения, а диагональные коэф-
фициенты больше отражают диагональные элементы распознаваемого
изображения.
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2. Использование функций Wavelet Toolbox

для распознавания изображений

Задача распознавания изображений заключается в сравнении ко-
эффициентов, получившихся в результате вейвлет-разложения тестового
изображения, с коэффициентами, получившимися при разложении не-
скольких эталонных изображений. При совпадении максимального чис-
ла коэффициентов тестовое изображение считается идентичным одному
из эталонов.

Для написания программы распознавания образов использовалась
среда математического моделирования MatLab версии 7.0 и функции,
входящие в набор инструментов Wavelet Toolbox.

Для примера в качестве тестовых и эталонных изображений были
использованы абстрактные детали, смоделированные в среде 3D Studio
MAX (см. рис. 1). Далее на тестовое изображение накладывался шум,
а в случае сильного зашумления разрывались контуры объекта. Таким
образом, для теста были использованы 4 эталонных изображения и 8
тестовых (4 — со слабым уровнем зашумления и 4 — с сильным).

На первом этапе происходит загрузка в программу тестового изобра-
жения. Чтобы загрузить изображение, необходимо указать его имя. Файл,
содержащий изображение должен иметь расширение �8>U или �7%> и ле-
жать в той же директории, что и исполняемый модуль программы (файл
с расширением �%).

(&9(
@%:U& + @%H&:!)i(&9(200�8>Ui.g

На втором этапе производится выбор типа вейвлета. Эксперименты
проводились с различными вейвлетами и показали, что для точного рас-

PS: ./fig-eps/rahm-01.eps

Рис. 1. Пример слабого (а) и сильного (б ) зашумления тестового изображения
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познавания вполне подходит вейвлет Добеши второго порядка. Вейвлеты
Хаара и Добеши первого порядка не могут в достаточной мере описать
изображение, а использование вейвлетов более высоких порядков не дает
лучшего результата, а иногда даже не позволяет решить задачу.

MZE( + i!74ig

На третьем этапе происходит загрузка в программу эталонных изоб-
ражений и выбор цветовой палитры, в которой будет отображаться изоб-
ражение при обработке (см. рис. 2).

PS: ./fig-eps/rahm-02.eps

Рис. 2. Эталонные изображения
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На четвертом этапе идет масштабирование изображений до стандарт-
ного размера (в данном случае 256 � 256 пикселов) и преобразование
исходных изображений к монохромному. Параметр 100 влияет на яркость
исходного изображение и позволяет автоматически усреднить все шумы
до приемлемого уровня.

UH:j
@%:U& + HU74UH:j)@%H&9@k&)(&9(
@%:U& �41l 41l�.m022.

#"!
@%:U& + M#"!&%:()UH:j
@%:U& '7#"E.g

Функция M#"!&%:( возвращает закодированную версию изображе-
ния >@#($H&. При этом цветовая гамма принимается автоматически, если
значение входного параметра %"!$E равно 0, и устанавливается с исполь-
зованием параметра integer, при любом ненулевом значении параметра
%"!$E.

Способ кодирования может быть задан параметром #"E$%', допусти-
мыми значениями которого являются iH"Mi или iHi, соответствующие
кодированию построчно, i#"Ei �]� TZ&H7’c’, соответствующие кодиро-
ванию по столбцам, и, наконец, i%:(i �]� TZ&H7’m’, соответствующие
кодированию изображения, как по строкам, так и по столбцам. Необхо-
димо отметить, что запись функции

M#"!&%:( )>@#($H& @'(&U&H #"E$%'.

является эквивалентной записи
M#"!&%:( )>@#($H& @'(&U&H #"E$%' 0.�

В то же время, запись
M#"!&%:( )>@#($H& @'(&U&H.

является эквивалентной записи
M#"!&%:( )>@#($H& @'(&U&H i%:(i 0.�

Наконец, запись
>@#($H& + M#"!&%:( )>@#($H&.

эквивалентна записи
M#"!&%:( )>@#($H& 0l i%:(i 0.�

На пятом этапе происходит декомпозиция изображений с использо-
ванием выбранного типа вейвлет функции.

�(: (X (Z (!� + !M(4)#"!
@%:U& MZE(.g

В результате для каждого изображения мы получаем по 3 матрицы раз-
мерностью 129�129, содержащие коэффициенты вейвлет-преобразования
для данного изображения: по вертикали, по горизонтали и по диагонали.

В данной версии программы происходит сложение трех матриц де-
композиции, принадлежащих одному изображению, и ведется сравнение
суммарных матриц. В будущих версиях планируется сравнение отдель-
но каждой из трех декомпозиционных матриц тестового изображения
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с соответствующими матрицами эталонных изображений, что позволит
улучшить качество распознавания.

На шестом этапе происходит непосредственно сравнение матрицы
вейвлет-коэффициентов тестового изображения с матрицами эталонных
изображений. Сравнение ведется поэлементно, поэтому в данной версии
программы для корректного распознавания объект на тестовом изображе-
нии и на эталонном изображении должен располагаться четко на одном
и том же месте.

Программа считает количество совпадений вейвлет-коэффициентов
и выдает на экран то эталонное изображение, у которого больше всего
совпадений с тестовым (см. рис. 3).

Также программа выводит на экран результаты декомпозиции тесто-
вого и эталонного изображения (см. рис. 4).

Метод вейвлет-преобразования с использованием вейвлета Добеши
второго порядка дает хорошие результаты распознавания даже в случае

PS: ./fig-eps/rahm-03.eps

Рис. 3
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PS: ./fig-eps/rahm-04.eps

Рис. 4

сильно зашумленного изображения с разорванными границами, там, где
даже человеку трудно различить, какой именно объект изображен на кар-
тинке.

3. Полный исходный текст программы

(&9(
@%:U& + @%H&:!)i(&9(200�8>Ui.g n o������� ��������

MZE( + i!74ig no�	 ��V�]���

np�����_ � �����_�� ���������� �������� ������q����

9:%>
:HHr0s + @%H&:!)i9:%>E&20�8>Ui.g

9:%>
:HHr4s + @%H&:!)i9:%>E&24�8>Ui.g

9:%>
:HHr3s + @%H&:!)i9:%>E&23�8>Ui.g

9:%>
:HHrts + @%H&:!)i9:%>E&2t�8>Ui.g
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#"E"H%:> )UH:j.g nu������� 	�]���� ������q����

'7#"E + 045g nP�]������� ������ � 	�]����

UH:j
@%:U& + HU74UH:j)@%H&9@k&)(&9(
@%:U& �41l 41l�.m022.

#"!
@%:U& + M#"!&%:()UH:j
@%:U& '7#"E.g

�(: (X (Z (!� + !M(4)#"!
@%:U& MZE(.g

!&#
@%:U& + (Xm(Zm(!g

<"H N + 0S'$%&E)9:%>
:HH.s

#"!
:HHrNs + M#"!&%:()HU74UH:j)@%H&9@k&)9:%>
:HHrNs �41l

41l�.mlt. '7#"E.g

�#:rNs #XrNs #ZrNs #!rNs� +

!M(4)#"!
:HHrNs MZE(.g

!&#
:HHrNs + #XrNsm#ZrNsm#!rNsg

� + !&#
@%:U&g

O + !&#
:HHrNsg

%:(#X
:HHrNs + �++Og nW�������� ���v ������

%:(#X
9$% + 9$%)9$%)%:(#X
:HHrNs..g

@< )%:(#X
9$% � '&M
9$%.

'&M
9$% + %:(#X
9$%g

�+Ng n`����� ������_ � �������]w�_� ���]�� ���	�����V

&'!

&'!

9$7>E"()4 4 0.g

@%:U&)(&9(
@%:U&.g

:D@9 "<< &x$:E (@UX(

(@(E&)iG&9( �%:U&i.g

9$7>E"()4 4 4.g

@%:U&)9:%>
:HHr�s.g

:D@9 "<< &x$:E (@UX(
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Заключение

Таким образом, в настоящей статье рассмотрены математические
методы, алгоритмы и программы распознавания изображений геометри-
ческих объектов с помощью аппарата многомерных вейвлет-функций.
Даны основные свойства пространств многомерных вейвлетов. Приведе-
ны примеры автоматизированного распознавания специальных классов
промышленных деталей с помощью различных многомерных вейвлет-
функций (вейвлетов Хаара, Добеши и др.)
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