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1. Введение 

Современное состояние математической экологии характеризуется 
существенным возрастанием интереса к использованию экстремальных 
принципов для построения единой теории экосистем. По мнению одного 
из ведущих специалистов в этой области лауреата международной премии 
имени Пригожина известного датского ученого С. Йоргенсена настоящий 
момент характеризуется ситуацией, когда уже достигнутые научные ре-
зультаты в математической экологии могут быть положены в основу еди-
ного базиса этой науки. Основой для этого, по мнению ведущих специа-
листов в математической экологии должны служить различные целевые 
функции экосистем, которые при учете естественных ограничений на ре-
сурсы дают возможность определять динамику развития экосистем и рав-
новесное состояние, к которому они стремятся. Вместе с этим такой под-
ход имеет два существенных недостатка, состоящие в том, что целевые 
функции «угадываются», а не выводятся, а отбор ограничений при этом 
остается, в определенной степени, произвольным. 

В статье представлен новый подход к определению целевых функций, 
основанный на прямом методе Ляпунова. На примере обобщенных систем 
Лотки—Вольтерра и систем Фишера показано, что все введенные до сих 
пор целевые функции являются для этих систем энергетическими функция-
ми Ляпунова, то есть экосистема в своем развитии эволюционирует в на-
правлении достижения максимума таких функций, а положение равновесия, 
к которому приближается система, определяется структурой ее матрицы 
взаимодействий и видом функций отклика. Это, в частности, означает, что 
все существующие ограничения определяются самой моделью экосистемы. 
Такой подход позволяет избавиться от указанных выше недостатков. 
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В предыдущих работах автора показано, что, основываясь на разви-
той теории, можно естественным образом получить все существующие 
энтропийные характеристики и «меры» расстояния между различными 
состояниями экосистем. Это дает возможность решать такие актуальные 
задачи теории экосистем, как: формирование индексов устойчивого разви-
тия экосистем, построение областей притяжения равновесных состояний, 
оценка «упругости» экосистем и другие. 

Несколько теорий экосистем были представлены в научной литерату-
ре в течение последних трех десятилетий. На первый взгляд они являются 
очень разными и несовместимыми, но более внимательное изучение пока-
зывает, что они не являются столь разными и, возможно, могут быть объе-
динены в некоторую общую теорию. К настоящему моменту уже можно 
сделать вывод, что такая общая теория может быть сформирована. Не-
сколько специалистов по математической экологии (H. T. Odum, B. P. Patten, 
R. Ulanovic, J. Kay, M. Brown, M. Straskraba и S. N. Nielsen) согласились с 
тем, что предлагаемый подход может являться фундаментом для дальней-
шего развития математической экологии. Это чрезвычайно важно для про-
гресса в математической экологии, потому что, имея общую теорию, мы 
сможем объяснить многие эмпирические правила, которые приняты в тео-
ретической и прикладной экологии, что опять же даст возможность объяс-
нить многие экологические наблюдения. Другими словами, мы сможем по-
лучить теоретический базис, которым характеризуется физика: несколько 
законов, которые позволяют получить множество выводов. Таким образом, 
одна из важнейших целей математической экологии в ближайшие годы — 
установить связь между экологическими правилами и экологическими за-
конами, т. е. сконструировать теоретический «скелет» в экологии. 

10–15 лет назад существующие теории казались очень несвязанными 
и хаотичными. Существовало около десяти различных типов целевых 
функций экосистем, предложенных разными авторами и, естественно, ка-
ждый автор считал, что его подход единственно правильный. 

Однако, в последнее время, в результате многочисленных дискуссий 
возникла некая общая позиция, ведущая к формированию единой теории, 
основанной на прямом методе Ляпунова. 

2. Математические модели 
популяционной динамики 

Обобщенные системы Лотки—Вольтерра. А. Лотка [49] при рассмот-
рении кинетики химических реакций, а затем независимо от него В. Воль-
терра [2] для описания динамики численности групп, составляющих био-
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логическое сообщество, предложили следующую систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 

 
1

, 1,..., .
n

i i i ij j
j

N N b a N i n
=

⎛ ⎞
= − =∑⎜ ⎟

⎝ ⎠
�  (1.1) 

Здесь iN  — численность (или масса) i-й группы сообщества (или 
участвующего в химической реакции вещества) в момент , / ,i it N dN dt=�  
постоянные ib  и iia  характеризуют скорость роста i-й группы в отсутст-
вие других, а постоянные iia  при i j≠  характеризуют влияние взаимо-
действия между группами на скорость роста. Матрица ( )ija=A  в соот-

ветствии с этим называется матрицей взаимодействий. 
Система уравнений (1.1) определяет динамику биологического сооб-

щества, для которого относительная скорость роста /i iN N�  каждой из по-
пуляций не зависит от внутрипопуляционной структуры и линейно зави-
сит от численностей популяций, составляющих сообщество. Перечислен-
ные условия, выделяющие собственно уравнения Лотки—Вольтерра, по 
сути дела представляют собой некоторую гипотезу о характере взаимодей-
ствий между популяциями в сообществе. 

Эта гипотеза, известная как «принцип столкновений» или «парных 
взаимодействий» предполагает аддитивность вклада каждой из популяций 
в относительную скорость роста /i iN N� , что достаточно хорошо обосно-
вано биологически [7], и линейный характер этого вклада, что уже значи-
тельно хуже соответствует процессам, происходящим в биологических со-
обществах [1, 6, 7] и может быть принято только как приближение в неко-
торой окрестности положения равновесия [16]. Для того чтобы избавиться 
от этого недостатка, в работах [33, 35, 58] было предложено следующее 
обобщение классической системы Лотки—Вольтерра (КсЛВ): 
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где функции 1 1, :i ig f →\ \  непрерывно дифференцируемы, т. е. принад-

лежат классу 1C  и удовлетворяют следующим условиям: 

 (0) 0, 1,..., ,f i ni = =  (1.3) 

 ( ) / 0 при 0, 1,..., ,i i i if N N N i n∂ ∂ > ≥ =  (1.4) 
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 (0) 0, 1,..., ,ig i n= =  (1.5) 

 ( ) 0 при 0, 1,..., .i i ig N N i n> > =  (1.6) 

Такое обобщение системы (1.1) снимает ограничения, связанные с 
линейностью «принципа столкновений» и позволяет рассмотреть значи-
тельно более широкий круг задач, возникающих в приложениях. 

В ряде случаев возникает необходимость рассмотрения систем еще 
более общего вида, чем (1.2), а именно, систем вида 
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где функции 1 1: , 1,..., ,ir i n→ =\ \  — из класса 1C  и удовлетворяют ус-
ловию 

 (0) 0, 1,..., .ir i n= =  (1.8) 

Введение функций ir  позволяет более полно учесть влияние внутри-
популяционных взаимодействий на динамику сообщества. 

Системы (1.2) и (1.7) мы будем далее называть обобщенными систе-
мами Лотки—Вольтерра (ОсЛВ) типа I и II соответственно. Такое разде-
ление этих систем мы приняли потому, что с математической точки зре-
ния, как будет показано далее, они представляют собой существенно раз-
личные объекты. 

Преимущество обобщенных систем Лотки—Вольтерра заключается 
также в том, что они в значительной степени свободны от недостатка, 
присущего классической модели и в свое время отмеченного А. Н. Кол-
могоровым, а именно, что «все исследование ставится в зависимость от 
специального и неизбежным образом произвольного выбора математи-
ческих выражений для закономерностей, управляющих динамикой по-
пуляций» [4]. 

Системы типа Лотки—Вольтерра, кроме экологических задач, возни-
кают также при описании эволюции самых разнообразных взаимодейст-
вующих объектов. Так, уравнения этого типа встречаются в исследованиях 
по кинетике химических реакций [45, 54] и динамике микробных экоси-
стем [10], при моделировании процессов видообразования [14] и активно-
сти нейронов [21], в математической экономике [30, 59], социологии [22, 
23], астрофизике [17, 44], гидродинамике [3]. Далее мы покажем, что к 
этому виду приводятся и некоторые уравнения популяционной генетики и 
эволюции биологических макромолекул. 
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Такое обилие приложений определило необходимость развития каче-
ственной теории систем Лотки—Вольтерра и в первую очередь теорию 
устойчивости их решений. 

В основном имеющиеся к началу 80-х гг. результаты получены для 
классической системы (1.1). Библиография работ в этой области содержит 
около ста наименований, и поэтому мы ограничимся указанием на статьи, 
содержащие достаточно полные обзоры [11, 16, 32, 64, 65]. Значительно 
меньшее количество результатов получено для обобщенных систем Лот-
ки—Вольтерра [33, 34, 35]. 

Как уже указывалось выше, интерес к анализу ОсЛВ в последнее 
время существенно возрос. Мы укажем только на исследования послед-
них лет, содержащих достаточно подробную библиографию. В работе 
[19] рассмотрены условия притяжения траекторий системы к граням не-
отрицательного ортанта, в [20] получены необходимые и достаточные 
условия глобальной устойчивости для КсЛВ, в [24] изучена структура 
аттракторов КсЛВ, проблемы, возникающие в связи с КсЛВ, рассмотре-
ны в [25], в работе [27] получено аналитическое решение КсЛВ, работа 
[29] дает необходимые условия существования квази-полиномиальных 
инвариантов КсЛВ, в статьях [38, 39] получены соотношения между 
КсЛВ и различными классами нелинейных систем ОДУ, в работе [40] 
проведено изучение соотношения между КсЛВ и биматричными играми, 
возникновение грубых гетероклинических циклов рассмотрено в [47], 
решетки Лотки—Вольтерра изучены в [50], динамика решений КсЛВ, 
имеющих инвариантную гиперплоскость рассмотрена в работе [55], со-
отношения между Гамильтоновыми системами и системами Пуассона, 
градиентными системами и системами, имеющими функцию Ляпунова 
или первый интеграл, получены в [51], вычисление периода решений 
КсЛВ на плоскости представлено в работе [61], вопросам вычисления 
первых интегралов КсЛВ посвящена работа [63]. Большой цикл работ, 
связанных с ОсЛВ, посвящен нейронным сетям. Достаточно полное 
представление о развитии исследований в этой области можно получить 
из диссертации Moreau [53]. Из более поздних работ выделим статьи [31, 
62, 28], где на основе теории графов и прямого метода Ляпунова прове-
ден анализ устойчивости решений различных типов ОсЛВ. В заключе-
ние этого краткого обзора отметим работы [42, 67] из которых можно 
получить достаточно полное представление о состоянии исследований 
по анализу Обобщенных систем Фишера. 

Вместе с тем, несмотря на интенсивные усилия, исчерпывающие ис-
следования проведены только для отдельных частных случаев, а в осталь-
ных ситуациях обычно приходилось ограничиваться локальными резуль-
татами. Так, в [16] было даже подчеркнуто, что «если не накладывать ни-
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каких ограничений на матрицу сообщества, то содержательные утвержде-
ния относительно устойчивости равновесия могут быть получены лишь 
путем линеаризации и анализа спектра соответствующей матрицы». Здесь 
следует обратить внимание на два обстоятельства. Во-первых, биологиче-
ские сообщества подвержены достаточно сильным флуктуациям, и поэтому 
анализ экологических моделей на основе уравнений первого приближения 
без оценки области притяжения не является достаточно удовлетворитель-
ным. Во-вторых, локальное исследование ничего не позволяет сказать о 
наличии или отсутствии у решений системы предельных множеств, от-
личных от положения равновесия, что с экологической точки зрения также 
представляет существенный интерес. 

Система (1.1), по-видимому, в каком-то смысле близка к линейной, и 
можно надеяться на построение теории, хотя бы частично аналогичной 
теории линейных автономных систем, и тем самым в значительной степе-
ни свести задачу исследования к алгебраической. 

Уравнения динамики структуры и плотности  
биологических популяций 

Рассмотренные в предыдущем разделе уравнения Лотки—Вольтерра 
относятся к моделям надпопуляционного уровня, т. е. в них не учитывает-
ся неоднородность состава входящих в сообщество популяций. Такое до-
пущение вполне естественно при исследовании динамики многовидовых 
экосистем, поскольку межвидовые различия обычно проявляются значи-
тельно сильнее, чем внутривидовые. Вместе с тем, при рассмотрении од-
ной популяции ее общая численность не является хорошим показателем 
динамики до тех пор, пока популяция не достигнет устойчивого распреде-
ления возрастной и генетической структуры. Иными словами, в реалисти-
ческих моделях следует учитывать влияние внутрипопуляционных харак-
теристик на коэффициенты рождаемости и смертности [8]. 

Разобьем популяцию на группы таким образом, чтобы в пределах 
каждой группы коэффициенты рождаемости и смертности были посто-
янны и менялись только при переходе от одной группы к другой. Обо-
значим численность i-й группы в момент t через ( ), 1,..., .iN t i n= . При-
знаком для такого разбиения (естественно, приближенного) может слу-
жить, например, возраст особей, их масса или генотип. В дальнейшем 
мы будем заниматься исследованием динамики генетической структуры 
популяций, но при выводе общей системы уравнений эта конкретизация 
несущественна. 

Итак, состояние популяции в момент t определяется вектором 
1( ) ( ( ),..., ( )).nN t N t N t=  Допустим нам известны законы, управляющие 
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перестройкой структуры популяции, т. е. задана система дифференци-
альных уравнений 

 1( ,..., ), 1,..., .i i nN N N i n= =� Ф  (1.9) 

Правые части системы (1.9) определены в неотрицательном ортанте 
,n

+\  т. е. 1: ,n
i + →\ \Ф  и в дальнейшем будем считать, что они непре-

рывно дифференцируемы. Для того чтобы эта система имела физически 
осмысленные решения, необходимо, чтобы неотрицательный ортант был 
ее положительно-инвариантным множеством. Это имеет место тогда и 
только тогда, когда выполняются следующие неравенства [5]: 

 1 1 1( ,..., ,0, ,..., ) 0, , 1,..., .n
i i i nN N N N i n− + +≥ ∈ =N \Ф  (1.10) 

В дальнейшем будем считать, что условия (1.10) выполнены. Кроме 
того, будем также считать, что если все 0, 1,..., ,iN i n= =  то и скорость 
размножения каждой из групп также равна нулю, т. е. 

 (0) 0, 1,..., .i i n= =Ф  (1.11) 

Выполнение равенства (1.11) означает, что мы рассматриваем попу-
ляцию, замкнутую по отношению к притоку особей извне. 

Эти же равенства позволяют утверждать, что имеют место следую-
щие предельные соотношения: 
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Для доказательства (1.12) достаточно воспользоваться разложением 
Тейлора функций , 1,..., ,i i n=Ф  в окрестности точки N = 0. 

Теперь, после того как закончены подготовительные построения, пе-
рейдем к выводу уравнений динамики структуры и плотности популяции. 

Впервые уравнения динамики структуры популяции были, по-види-
мому, предложены в работе Шарпа и Лотки [60], которые получили инте-
гральное уравнение восстановления для описания эволюции возрастной 
структуры популяции. Позднее [18, 36] были выведены уравнения дина-
мики генетической структуры популяции. И в том, и в другом случае 
предполагалось, что популяция развивается в среде с неограниченными 
ресурсами. Однако уже в 1934 г. Н. В. Тимофеев-Ресовский [66] опублико-
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вал данные, указывающие на то, что влияние плотности популяции на 
приспособленности различных генотипов может иметь существенное зна-
чение. Затем Р. С. Левонтин [48] в серии экспериментов получил графики, 
характеризующие это влияние. Суть дела, впрочем, здесь вполне ясна. Ес-
ли популяция развивается, в условиях лимитирования по ресурсам, то 
возникает внутривидовая конкуренция, тем более сильная, чем больше 

плотность популяции 
1

.
n

i
i

M N
=

= ∑  

Заметим, что возможна и более общая ситуация, когда каждая из выде-
ленных групп участвует в конкуренции со своим «весом», т. е. количество 
ресурса, необходимого средней особи из одной группы, не равно количеству 
ресурса, необходимого средней особи из другой группы. Степень конку-

ренции тогда определяется взвешенной суммой 
1

,  где 0
n

i i i
i

a N a
=

>∑  — не-

которые коэффициенты. Мы, однако, ограничимся рассмотрением случая 
1, 1,..., ,a i ni = =  поскольку это несколько упрощает запись, а перенос по-

лученных результатов на ситуацию, когда 1,ia ≠  не представляет труда. 
Введем новые переменные, характеризующие состояние популяции, 

по формулам 

 
1

( )
( ) ( ), ( ) , 1,..., .

( )
n i

i i
i

N t
M t N t p t i n

M t=
= = =∑  (1.13) 

Здесь ( )M t  — плотность (общая численность) популяции, а ( )ip t  — 
частота (относительная численность) ее i-й группу. Таким образом, со-
стояние популяции в момент t определяется вектором ее структуры 

1( ) ( ( ),..., ( ))nt p t p t=p  и плотностью ( ).M t  Всего п + 1 переменная. Уве-
личение числа переменных определяется наличием связи между часто-
тами ( ),ip t  которые, как следует из соотношений (1.13), удовлетворяют 
условию нормировки 

 
1

( ) 1 при 0.
n

i
i

p t t
=

= ≥∑  (1.14) 

Присоединяя к (1.14) условие неотрицательности ( ) 0,p t ≥  получаем, 
что областью изменения частот является стандартный симплекс 

1
: 1, 0 .

n
i

i
p pσ

=

⎧ ⎫= = ≥∑⎨ ⎬
⎩ ⎭
p  
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Производя в уравнениях (1.9) замену переменных (1.13), получаем 
уравнения динамики структуры и плотности популяции [9] 

 i ( , ) (, ), 1,..., ,

( , ).
i ip M p M i n

M M M

= − Θ =

= Θ

p

p

�
�
F

 (1.15) 

Здесь 

 i
i

1

( , )
( , ) , ( , ) ( , ).

n

i

p M
M M M

M =
= Θ = ∑p p piF F
Ф

 (1.16) 

Функции iF  будем в дальнейшем называть функциями перехода. Они 
как это видно из (1.16), характеризуют скорость роста i-группы, отнесен-
ную к плотности .M  Функция Θ  представляет собой относительную 
скорость роста популяции в целом и обычно ее называют приспособленно-
стью популяции. 

Заметим, что корректность определения функций перехода определяет-
ся соотношениями (1.12), т. е. в конечном итоге изолированностью рассмат-
риваемой популяции. Из предположений, сделанных о характере функций 

,iФ  вытекает, что функции iF  непрерывно дифференцируемы и удовлетво-

ряют условию неотрицательности на гранях { }: , 0i
ipσ σ= ∈ =p p  сим-

плекса σ  при 0 :M ≥  

 ( , ) 0, 1,..., .i
i M i nσ∈ ≥ =pF  (1.17) 

Если функции ιF  не зависят от общей численности популяции ( )M t , 
то очевидно что первые n уравнений системы (1.15) определяют пере-
стройку структуры популяции и могут быть рассмотрены независимо. 
Впервые такие уравнения ввел в рассмотрение Р. Фишер при исследова-
нии проблем популяционной генетики. Позднее эти уравнения появились 
в задачах математической экономики под названием репликаторных урав-
нений. Именно эти уравнения и будут объектом нашего дальнейшего рас-
смотрения. 

3. Построение энтропийных характеристик 
на основе репликаторных уравнений 
с несимметричными матрицами взаимодействий 

Полученные далее результаты являются продолжением работы [13], 
где было построено семейство энергетических функций Ляпунова для обоб-
щенных репликаторных уравнений с симметричной матрицей взаимодей-
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ствий и показано, что практически все существующие энтропийные ха-
рактеристики и меры расстояния между вероятностными распределения-
ми принадлежат к этому семейству функций. Требование симметричности 
матрицы взаимодействий является достаточно существенным ограничени-
ем и ниже мы покажем, что оно может быть заменено значительно более 
«мягким» условием. 

Обобщенные репликаторные уравнения определяют эволюцию веро-
ятностных распределений 

( ) ( ) ( )( )1 , ..., nt p t p t σ= ∈p , 

где { }: 0, 1, ..., , 1n T
ip i nσ = ∈ ≥ = =p e p\  — стандартный симплекс в n -мер-

ном Евклидовом пространстве ,n e\  — единичный вектор. 
Эти уравнения записываются следующим образом [57]: 

 ( ) ( ) ( )( )1h D −= − θp p f Wf e p f, Wf� . (2.1) 

Здесь вектор ( ) ( ) ( )( )1 1 ,..., n nf p f p=f p  где if  нелинейные функции 

отклика, удовлетворяющие условиям: ( )0 0if = , 0i if p∂ ∂ >  при 0ip >  и 

0i if p∂ ⁄∂   при 0ip = ; ( ) ( )1,..., ;nD diag f f=f ( )ijw=W  — матрица взаи-

модействий, функция ( ]: 0,h σ → ∞  определяется конкретной рассматри-

ваемой задачей; ( ) ( ), ,θ =p e f p  где ,⋅ ⋅  — скалярное произведение. Так 

как ( ) , 0t ≡p e�  и ( )0 0if = , то очевидно, что симплекс σ  и каждая из 

его граней являются инвариантными множествами системы (2.1). Заме-
тим, что система (2.1) как и обобщенные уравнения Лотки—Вольтерра 
[56,12] определяют динамику объектов с нелинейными парными взаимо-
действиями, при этом матрица W  определяет структуру, а функции от-
клика — тип взаимодействий. 

Если матрица W  невырожденная, то система (2.1) имеет не более од-
ного изолированного положения равновесия в Intσ , которое мы будем на-
зывать нетривиальным. 

Утверждение 1. [57]. Система (2.1) имеет единственное нетриви-
альное положение равновесия ˆ Intσ∈p  тогда и только тогда, когда век-

тор 1−W e  либо строго положителен либо строго отрицателен. 
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Координаты этого положения равновесия определяются из следую-
щей системы уравнений: 

 ˆ ˆ -1 -1f f,e = W e e, W e  , (2.2) 

где ( ) ( )( )1 1
ˆ ˆ ˆ,..., n nf p f p=f , с дополнительным ограничением. Введем обо-

значение 1− =W e a , тогда для определения p̂  получаем систему из ( )1n +  

уравнения ( ) ( )1 1

1

ˆˆ 1,..., , 1
n

i i i i i
i

p f a i n f aμ μ− −

=
= = =∑ , где μ  — неко-

торая вспомогательная переменная аналогичная множителю Лагранжа. 
Очевидно, что эта система имеет единственное решение, если все ia  имеют 
одинаковый знак. 

Замечание. Единственность положения равновесия, как нетрудно 
видеть, существенным образом определяется неравенствами / 0i if p >∂ ∂  
при 0ip > . Если отказаться от этого условия и выбрать функции if , 
например, унимодальными или бимодальными, то возможно появление не-
скольких положений равновесия системы (2.1) в Intσ . Рассмотрение 
этой задачи будет предметом дальнейших исследований. 

Для формулировки основной теоремы нам понадобится следующее 
определение. 

Определение [52]. Непрерывная на фазовом пространстве динами-
ческой системы функция называется энергетической функцией Ляпунова, 
если она имеет непрерывную производную по времени в силу системы, по-
ложительную на множестве неблуждающих точек. 

Теперь мы можем перейти к основному результату. 

Теорема. Если у системы (2.1) существует нетривиальное положе-
ние равновесия ˆ Int∈ σp , а матрица ( )T +W W  имеет ровно ( )1n −  от-

рицательное характеристическое число, то функция 

 ( ) ( )1 ˆ

ˆi

i

pn
i

ii p

f dx
H

f x=
= ∑ ∫p , (2.3) 

является энергетической функцией Ляпунова для системы (2.1). 
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Доказательство. Для производной от функции ( )H p  на траекториях 
системы (1) получаем: 

 ( ) ( ) ( )1ˆ ,TH h θ −= −p p f Wf e f Wf
i

. (2.4) 

Введем в рассмотрение набор величин ( )ix p , определив их следую-
щим образом: 

( ) ( ) ( )/i i ix f p θ=p p . 

Вектор ( )1,..., nx x=x  известен под названием «сопровождающего рас-

пределения» [57] и удовлетворяет очевидному включению: ( )t σ∈x . В тер-
минах сопровождающего распределения соотношение (2.4) можно запи-
сать следующим образом: 

 ( ) ( ) ( )1ˆ ˆ ,TH h θθ −= −p p x Wx x Wx
i

. (2.5) 

Здесь учтено, что ˆ 1T =x e . Введем вспомогательные переменные 

ˆ , 1, ...,i i iy x x i n= − = . Очевидно, что вектор ( )1, ..., ny y=y  принадлежит 
«смещенному» симплексу: 

{ }0 ˆ ˆ: 0, 1 .T
i i ix y xσ = = − −y e y    

Переписывая в новых переменных формулу (2.5), после приведения 
подобных членов получаем: 

 ( ) ( ) 1ˆ ,H h θθ −= −p p y Wy
i

. (2.6) 

По условию теоремы матрица ( )T+W W  имеет ровно ( )1n − отрица-

тельное характеристическое число и, следовательно [46], квадратичная 
форма y, Wy  отрицательно определена на симплексе 0σ , что и доказы-
вает теорему. 

Прежде чем переходить к обсуждению теоремы, остановимся на свой-
ствах функции ( )H p . Несложный анализ показывает, что эта функция 
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достигает своего максимума в точке ˆp = p  и при этом ( )ˆ 0H =p , а во всех 

остальных точках σ∈p  функция ( )H p  отрицательна и может быть неог-
раничена снизу на границах σ . Утрата энтропийной характеристикой ог-
раниченности снизу, как указано в [15], вполне естественна и известна 
уже на примере энтропии Шеннона. Таким образом, теорема имеет сле-
дующее очевидное. 

Следствие 1. Если выполняются условия Теоремы, то положение рав-
новесия p̂  системы (2.1) устойчиво «в целом» в Intσ . 

Заметим, что формула (2.6) формально определяет производство эн-
тропии в системе и, следовательно, представляет интерес вопрос об услови-
ях на матрицу взаимодействий W  при которых эта формула может быть 
переписана в терминах «энергии», [57] т. е. функции ( ) 2 ,E θ −=p f Wf . 
Имеет место следующее следствие. 

Следствие 2: Если выполняются условия Теоремы и матрица W  та-
кова, что произведение 1T −W W  является стохастической матрицей, то 
есть:  

 1T − =W W e e , (2.7) 

то производство энтропии определяется следующей формулой: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ 0.H h E Eθθ= −p p p p
i

 (2.8) 

Доказательство. Для доказательства следствия достаточно заметить, 
что из условия 1T −W W e = e  с учетом (2.2) вытекает, что 

( )1ˆ ˆ / , ,T θ −=W f e e W e  

и использовать формулу для функции ( )E p . 
Заметим, что формула (2.8) аналогична по структуре соотношению 

(2.6) из [13], где она получена для случая симметричной матрицы взаимо-
действий, однако, в рассматриваемой ситуации функция ( )E p  не обяза-
тельно монотонно возрастает на траекториях системы (2.1) и, мы можем 
лишь утверждать, что с течением времени она достигнет своего макси-
мального значения на .σ  Отметим также, что соотношение (2.7) с очевид-
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ностью выполняется для симметричных и дважды-квазистохастических 
матриц. Вместе с тем, как показывает исследование с помощью пакета 
Maple V, уже в случае 3n =  существует 12 типов матриц удовлетворяю-
щих условию (2.7). Таким образом появляется задача описания всех типов 
вещественных матриц, удовлетворяющих условию (2.7). 

Полезным при исследовании свойств системы (2.1) является следую-
щее утверждение. 

Утверждение 2. Система (2.1) инвариантна по отношению к замене 
матрицы взаимодействий W  на матрицу ( )T= +ζW W eζ , где ζ  — про-

извольный вектор из n\ . 

Доказательство. Для скобки в правой части системы (1) с матрицей 

( )T+W eζ  получаем: 

( ) ( )( )( )1θ −− =T T TW + eζ f e f W + eζ f  

( )( )1 1 .θ θ− −= + − −T T T TWf eζ f e f Wf e f eζ f  

Так как θT =f e , то последнее выражение переписывается следующим 
образом: 

( )1θ −−Wf e f, Wf , 

что и доказывает утверждение. 
Это утверждение позволяет в ряде случаев существенно упростить 

анализ свойств системы (2.1). Например, если диагональные элементы 
матрицы W  одновременно наибольшие или наименьшие в своих столб-
цах, то выбором вектора ζ  мы можем добиться того, что у матрицы ζW  

все диагональные элементы будут иметь один знак, а внедиагональные — 
другой и, следовательно, по теореме Хокинса—Саймона [37] у системы 
(2.1) существует нетривиальное положение равновесия ˆ Intσ∈p . Другой 
пример: в некоторых случаях выбором вектора ζ  можно добиться того, 
что матрица ζW  будет симметричной и, следовательно, к системе (2.1) 

применимы все результаты работы [13]. В частности это всегда можно 
сделать если матрица W  — трехдиагональная. Еще одно важное наблю-
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дение заключается в том, что выбором вектора ζ  мы всегда можем сде-

лать матрицу T
ζW  квазистохастической, т. е. такой, что 

T α=ζW e e  где 0>α . 

Это в частности означает, что формула (2.8) будет также справед-
лива и для квазистохастических матриц. 

Перейдем к вопросу построения на основе доказанной Теоремы эн-
тропийных характеристик и «расстояний» между вероятностными ха-
рактеристиками. Прежде всего заметим, что если 1 1:F →\ \  некоторая 
монотонно возрастающая гладкая функция, а C  и 1C  два числа, то 
функция 

 ( )( ) 1FH F H C C= + +p  (2.9) 

также будет энергетической функцией Ляпунова для системы (2.1). Оче-
видно, что область определения функции F  совпадает с областью значе-
ний функции ( )( ) ,H C σ+ ∈p p . 

Энтропийные характеристики. Заметим, что результат полученный 
в Теореме, можно использовать двояким образом: 

Находить функции отклика для уже существующих энтропийных ха-
рактеристик. Соответствующие примеры для энтропии Шеннона и Тсал-
лиса были приведены в работе [13]. Нетрудно показать, что предложенный 
подход позволяет получить функции отклика для всех энтропийных ха-
рактеристик предложенных в обзоре [26]. 

Получать новые энтропийные характеристики на основе некоторых 
функций, удовлетворяющих условиям, сформулированным для функций 
отклика. В качестве примера рассмотрим логистическую функцию, нахо-
дящую широкое применение в задачах математической экологии и эконо-
мики. Эта функция записывается следующим образом: 

( ) ( )
( )
( )

1 x

x

ecf x
b c b ce

α

α

−

−

−
=

+ +
, 

где 0, 0, 0b > c > >α . 
Очевидно, что ( ) ( ) ( )0 0 , /f f c b b c= +∞ = + . Вычисляя соответст-

вующий интеграл, и используя для освобождения от сомножителей и сла-
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гаемых свободу выбора параметров в функции (9), получаем для логисти-
ческой энтропии ( )lH p  следующее выражение 

( ) ( )
1

ln 1 i
n

p
l

i
H e α−

=
= −∑p . 

Напомним, что для того, чтобы функция ( )lH p  была энергетической 
функцией Ляпунова для системы (2.1), необходимо, чтобы выполнялись 
условия Теоремы и чтобы положение равновесия p̂  было равномерным 

распределением, т. е. 1ˆ ip n−= . Нетрудно видеть, что так как в рассматри-
ваемом случае все функции отклика одинаковы, то для этого необходимо и 
достаточно, чтобы матрица W  была квазистохастической. Заметим также, 
что в последние годы заметно возросла активность в изучении объектов, 
характеризующихся неканоническими распределениями [15], а именно та-
кого типа распределения можно получать основываясь на предложенной 
формуле (2.9) для энтропийных характеристик. Дальнейшее использова-
ние этих характеристик естественно проводить основываясь на принципе 
Джейнса [43] о максимуме информационной энтропии. 

«Расстояния» между распределениями. Сначала подчеркнем, что 
функции «расстояния» определяются в ситуации, когда равновесное рас-
пределение в системе (2.1) не является равномерным. Как и в предыдущем 
случае возможны два варианта использования Теоремы. 

Нахождение функций отклика для уже существующих функций «рас-
стояния». Такой пример с получением функций отклика для относитель-
ной энтропии Кулльбака—Лейблера приведен в работе [13]. 

Получение новых функций «расстояния» между распределениями по 
заданным функциям отклика. Рассмотрим как и прежде пример логисти-
ческой функции. Пусть выполняются условия Теоремы. Вычисляя инте-
грал в (2.3) и используя формулу (2.9) получаем функцию 

( ) ˆ
1

1ˆˆ ln
1

i

i

pn

l i p
i

eH f
e

α

α

−

−
=

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑p,p , 

которую по аналогии естественно назвать относительной логистической 
энтропией. 

В заключение отметим, что предложенный подход к построению эн-
тропийных характеристик и «расстояний» между вероятностными распре-
делениями, основанный на применении прямого метода Ляпунова к кине-
тическим репликаторным уравнениям (т. е. уравнениям определяющим ди-
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намику систем с нелинейными парными взаимодействиями) позволяет с 
новых позиций подойти к развитию макроскопического анализа сложных 
открытых объектов в самых различных областях естествознания [41]. 
Подчеркнем также, что этот подход позволяет ввести в рассмотрение 
«смешанную» энтропию, т. е. энтропийную характеристику возникающую 
в том случае, когда взаимодействующие подсистемы имеют различные 
функции отклика. 
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