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ПОДХОД К СТАБИЛИЗАЦИИ НЕУСТОЙЧИВЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ  
РЕШЕНИЙ  СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

В статье изложен новый подход к стабилизации неустойчивых перио-
дических решений систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений. С помощью замены системы с точечным состоянием системы на 
систему с циклическим состоянием, метод позволяет стабилизировать 
неустойчивый цикл целиком. Другие же методы дают только точку на 
цикле. Обсчет стабилизирующей задачи современными численными 
методами является более эффективным чем задач с аналогичными 
методоми стабилизации, использующие точечное состояние системы. 
Подход проиллюстрирован на примере стабилизации неустойчивого 
цикла в уравнении Ресслера. 

1. Введение

 В современном научном мире моделирование систем является одним из 
наиболее популярных методик описания явлений в природе, в жизни чело-
века и гипотетических процессов. Модель необходима для дальнейшего 
анализа всевозможных ситуаций, комбинирования с другими моделями 
и применение на практике для достижения определенных свойств участ-
ников процесса. Особый интерес представляют предельные решения при 
времени, стремящемся к бесконечности. Топологически предельные пове-
дения в ограниченном фазовом пространстве разделяют на несколько типов: 
стационарное, периодическое, тороидальное, хаотическое и др. Множество 
простых, на первый взгляд динамических систем, при различных параметрах 
системы и начальных данных имеют всевозможные типы решений. В фазовом 
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пространстве может существовать бесконечное число предельных решений. 
Так цикл периода 3 указывает на существование в фазовом пространстве 
любого предельного цикла из серии А.Н. Шарковского. На системах урав-
нений Х.А. Лоренца, Ч.Й. Чуа, Д. Ресслера и других это широко проил-
люстрировано [8]. Предельные циклы могут быть как устойчивые, так и 
неустойчивые. Задача локализации и стабилизации какого-то определенного 
решения имеет интерес как с теоретико-аналитической точки зрения, так и с 
практической для принятия правильного решения, например, стабилизации 
популяции вида в модели А.Н. Колмогорова хищник-жертва [12, стр.141]. 
Далее в статье речь будет идти только о стабилизации неустойчивых перио-
дических решений.
	 Рассмотрим автономную систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений с управлением: 
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 где m  - параметр системы,  - параметр времени, x  - состояние системы, 
u  - управление.
	 В 1990 году Е. Отт, С. Гребоги и Д.А. Йорк подняли вопрос о том, что 
хаотическое поведение подавленно в различных практических задачах. 
В статье [9] авторы предложили методику (OGY-метод) к стабилизации 
неустойчивых периодических орбит в системах обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с помощью контроля в виде обратной связи. Для этого 
выбирается сечение Пуанкаре S  вблизи неподвижной точки отображения 
Пуанкаре и, итерационно изменяя управляющие параметры, решение стаби-
лизируется к предельному циклу: 

),,,(=1 nnn uxPx m+                                           (2)

 где )(= nn txx , )(= nn tuu , nt  - момент времени n -ого пересечения 
сечения S . В классическом варианте управляющие компоненты линейно 
зависят от состояния системы xu C= , где C  - матрица nm× . Главным 
преимуществом этого метода является простота и дискретное управление во 
времени, позволяющее реализовать его во многих пошаговых системах. Еще 
одно из достоинств это то, этот метод относится к классу энерго-экономных. 
Но с другой стороны, для построения контроля необходимо точно знать  

,
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линеаризованное представление отображения Пуанкаре ),,( *
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собственные вектора и числа, начальную точку 0x  [6], которые в большин-
стве реальных задач не известно.
Метод с запаздыванием и непрерывной управляющий компонентой был 
предложен Пирагасом в [7]: 

))),()((,),((= TttKt −− xxxFx m
                               (3)

 где K  - некая матрица управления, а T  - константа близкая к периоду цикла. 
Нахождение периода является аналитической задачей, которая может быть 
решена только в частных случаях. Более того исследование асимптотических 
свойств решения является сложной задачей. Поэтому область применения 
метода невелика.
В 1997 году Н.А. Магницким предложил другой подход к стабилизации 
с прямой обратной связью периодического решения системы диффе-
ренциальных уравнений ),(= mxFx


 [8, стр. 324--330]. Идея метода 

заключается в следующем. Пусть при параметре *= mm  периоди-
ческое решение  периода *T системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений (1) теряет устойчивость, тогда из теории Флоке один 
мультипликатор цикла всегда тождественно равен единице и еще как 
минимум один пересекает единичный круг. Тогда в некоторой окрест-
ности *m  система может быть стабилизирована следующей системой: 
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 где )(ts  - скалярная функция, в пределе равная периоду цикла, kt R∈)(q  
- векторная функция контроля, в пределе равная нулю, mk ≤≤1  - количе-
ство мультипликаторов пересекающих единичный круг при *= mm , mkD ×  , 

kmE ×  и mC ×1  - постоянные матрицы. Отображение ),,,( mtsQ y  вычисля-
ется следующим образом: 
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 а )),((=),,( mm tZtZ xy  является решением матричного дифференциаль-
ного уравнения: 
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 Начальные условия выбираются следующим образом: 

,=|0,=|*),,(=| *
0=0=

*
0= Ts ttt qxy mt                        (7)

 где *),(* mtx  - точка с устойчивого цикла. Этот метод позволяет локализо-
вать и стабилизировать неустойчивый цикл малыми изменениями параметра 
m  в область хаотического поведения исходной системы. Важно отметить, 
что период был вычислен только для устойчивого цикла при *= mm , далее 
система автоматически его корректирует. С другой стороны, при обсчете 
численными методами стабилизирующей системы на каждом шаге итерации 
необходимо вычислять динамические системы для нахождения значений 

),,,( mtsQ y  и ),,( mtZ y , что является трудоемкой и долгой задачей даже на 
современных компьютерах.
	 Рассмотрим иной подход к стабилизации неустойчивых периодических 
решений в автономных динамических системах обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Если в предыдущих методах состояние системы 
описывается точкой в m -мерном пространстве, то здесь рассматривается 
цикл как состояние системы. Таким образом, ключевым шагом в методе явля-
ется введение новой динамической системы дифференциальных уравнений 
с частными производными - производная система, которая описывает не 
движение точки, а движение цикла. Связь между этими системами состоит 
из следующих утверждений:  

1. Любое периодическое решение исходной системы является стацио-
нарным в производной системе. 
2. Любое стационарное решение производной системы является периоди-
ческим в исходной системе. 
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3. Периодическое решение исходной системы устойчиво тогда и только 
тогда, когда устойчиво стационарное решение производной системы. 

	 Такой подход позволяет заменить задачу стабилизации цикла на задачу 
стабилизации стационарного решения, в основе, которого лежит метод 
Магницкого стабилизации термодинамической ветви в системах урав-
нений “реакция-диффузия” [8, стр. 337--346], что изложено в последней 
части статьи. Построенная дифференциальная стабилизационная модель 
может быть решена различными численными методами, например, методом 
прямых, вариационными методами, методом сеток и т.д. [15, 11, 14, 13, 16].

2. Производная система

 Для упрощения записи введем следующие обозначения: 
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Определение 2.1 Следующую систему дифференциальных уравнений далее 
будем называть исходной системой: 
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 где m  - параметр системы, t  - параметр времени, x  - состояние системы. 

Пример 1 Система Ресслера, описывающая динамику химических реакций, 
некоторой смеси с условиями перемешивания: 
	 ,= zyx −−



	 = ,y x ay

	 ).(= m−+ xzbz


 В книге [8] приведен широкий анализ системы, где показан полный субгар-
монический каскад бифуркаций Фейгенбаума-Шарковского-Магницкого. 

Определение 2.2. Производной системой системы (8) будем называть 
следующую систему:
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 Или в краткой форме: 
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	  Из краевых условий задачи (9) следует, что вектор-функция ),( tty  может 
быть расширена на ][ R×I  так, чтобы она была π2 -периодична и равно-
мерно непрерывная по t , следующим образом: )2,(=),(~ πtt modtt yy , 
где R∈t,t .

Пример 2 Производная система для системы Ресслера выглядит следующим 
образом: 

          2 2 2
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,|=|,|=|,|=| 2=0=2=0=2=0= πttπttπtt zzyyxx	

.|=|,|=|,|=| 2=0=2=0=2=0= πttttπttttπtttt zzyyxx

2.1. Соответствие решений систем

	 Теорема 2.1  Если )(tx  является T -периодическим решением исхо-
дной системы (8), то функция ))((=),( tt Qt xy  является стационарной в 
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производной системе (9), где функция ][0,][0,2: TQ →π  непрерывная и 
0=(0)Q , TQ =)(2 π , . 

 
Докозательство. Сначала покажем, что функция ),( tty  удовлетворяет 
краевым условиям задачи (9), т.к. )(tx  - T -периодическое решение: 
	 ).(=)( Ttt +xx .
Тогда из условий,что функция (0) = 0, (2 ) =Q Q T и (0) = (2 )Q Q   : 	

            ( ,0) = ( (0)) = (0) = ( ) = ( (2 )) = ( , 2 ),t Q T Q t y x x x x y
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Теперь покажем, что функция ),( tty  является стационарным решением. 
Так как )(tx  - решение системы (8), то: 
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Лемма 2.2  Для любых векторов a  и b  справедливо: 

.,=)(=)( R∈⇔⋅⋅ ccbababbba

Докозательство. 

	 0=)()(=)()(=|| bbbbbbbabbbababa ⋅−⋅⋅−⋅⇒⇒ ccc
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Теорема 2.3  Если функция )(=),( tt yy t  является стационарной в произ-
водной системе (9), тогда существует такая монотонно возрастающая 
функция ][0,2][0,: π→TP , что функция ))((=)( tPt yx  при ][0,Tt ∈  
является циклом T -периодического решения исходной системы (8). 
 
Докозательство. Так как )(=),( tt yy t  стационарное решение системы (9): 
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Из условий непрерывности функций ty  и ),( myF  по t  следуют, что функция 
)(tc  знакопостоянная. Пусть 0>)(tc  тогда найдем первообразную функции 
)(tc  из следующего дифференциального уравнения: 

0.=(0),
),(
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t
t yF

y

                                    
(10)

	 Функция ][0,][0,2:)( TC →πt , где )(2= πCT , является монотонно 
возрастающая, слеовательно, существует обратная монотонно возрастающая 
и непрерывная функция, тогда пусть: 

          

1= ( ) :[0, ] [0, 2 ] ( ( )) = ( ( ( ))) =
= ( ( )) ( ) = 1.

t

t

P C t T C P t t C P t
c P t P t
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Проверим, что эта функция является решением исходной системы (8): 

                                                      ( -1)m

                                                 = F(y( ( ))).P t
Учитывая, что 

	    

1= ( ) :[0, ] [0, 2 ] ( ( )) = ( ( ( ))) =
= ( ( )) ( ) = 1.

t

t

P C t T C P t t C P t
c P t P t
   

)(tx  при ][0,Tt ∈  является циклом периодического решения исходной 
системы. Для случая 0<)(tc  доказывается аналогичным образом.  

,
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Следствие 1.  Функция P  и период находятся из следующей системы: 

(11)
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, если вектора yt  >  F (x, m)   коллинеарны при любом t

, неколлинеарны.

Функцию )(tP  будем обозначать )(1 tQ− , что и является ее сутью. 

Следствие 2  Если )(=),( 0 tt yty  стационарное решение производной 
системы (9) и вектора )(tty  и )),(( mtyF  коллинеарные для любого t , 
тогда ),()(= 1 mttt 00 yFy −Q . 

 
2.2. Устойчивость решений

 Далее будем рассматривать только те случаи, когда вектора ty  и ),( myF  
коллинеарные при всех t . 
Теорема 2.4 Периодическое решение )(tx  исходной системы (8) является 
орбитально-асимптотически устойчивым тогда и только тогда, когда 
функция ))((=),( tt Qt xy , является стационарной и асимптотически 
устойчивой на многообразии перпендикулярном к фy  в производной системе 
(9), где )(tQ  - монотонно возрастающая функция ][0,2][0,: π→TQ  и 
T  - период функции )(tx . А многообразие фy не является ни устойчивым, 
ни неустойчивым в производной системе. 
 
Докозательство. Пусть )(t0x  периодическое решение исходной системы 
(8) с периодом T . Тогда из теоремы 2.1 существует целое множество стацио-
нарных решений ))((=)(=),( ttt Qt 000 xyy  производной системы (9), где 

][0,][0,2: TQ →π . Линеаризованная исходная система (8) в )(0 tx  имеет вид: 

   x x x x x x F
x0= ( ) (| | ), ( ) = ( ) ( ) ( ) = ( ( )),2

0A t O t t t A t x t  


где и (12)
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 Линеаризованная производная система (9) в 
функции ),( tt0y  выглядит следующим образом: 

     y y y y y y y y0( , ) = ( , ) ( ), = ( ) ( ) (| | | | ),2 2t t B C Ot t t t t t t   
(13)

 где матрицы )(tA , )(tB  и )(tC  определяются равенствами: 

(14)
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 Заметим, что матрица 
tt

tt

yy
yy
⋅

T

 является симметричной и имеет только одно 
 
не нулевое собственное значение равное 1, тогда
 

,~= *UEUE
T
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yy
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−

 где U  - унитарная матрица EUU =* , E~  - почти единичная: 
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 Тогда все действительные части спектра 1l  оператора CkiB
2

+  
 
совпадают с действительными частями спектра 2l  оператора A , кроме 
одного 0=1l  и 1=2l . Откуда и следует взаимная устойчивость и неустой-
чивость на	    -мерном многообразии исходной и производной задач 
периодеческого решения [16]. Многообразие,  отвечающее 0=1l , не явля-
ется ни устойчивым ни неустойчивым и определяется функцией )(1 t−Q .
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3. Метод стабилизации

 В качестве метода стабилизации предлагается подход Магницкого [8] для 
стабилизации неустойчивого стационарного решения. Пусть ))(,(* tm Qy  – 
стационарное решение производной системы (9), m  - скалярный параметр 
системы. Предположим, что существует значение *m , при котором функция 

))(,( ** tm Qy ) является асимптотически устойчивым стационарным реше-
нием с точностью до Q , а при *> mm  становится неустойчивым. Тогда 
задача состоит в локализации и стабилизации неустойчивой стационарной 
функции ))(,(* tm Qy ) при *> mm  с точностью до функции Q . Рассмотрим 

1)( +m -мерную динамическую систему:

	 ,)),((=,),(= qqq βmm tt +⊥⋅+⊥ yyFaеyyFy
       (15)

 где T
m ))(,),((=)( 1 tεtεt е , ))(,),((=)( 1 ttt maa a  и R∈)(tβ

В стационарном положении функция 0=)),(( ayyF ⋅⊥ tm  при любом 
векторе a . Тогда линейный оператор системы (15) около какого-то стацио-
нарного решения ),(* mty  имеет вид: 

	

(16)
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 где iB  и iC  - строки матриц B  и C  соответственно. Так как первые m  
столбцов линейного оператора линейно зависимы, то существует одно триви-
альное собственное значение равное нулю и отвечает собственному вектору 

,0)( tz . Чтобы система (15) стабилизировала цикл ),(* mty  достаточно, 
что бы все нетривиальные реальные части значений спектра были меньше 
некого отрицательного значения. Функция ),( mtz  может быть разложена в 
бесконечный сходящийся ряд Фурье: 
                      2

2 2
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j j
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z z e z z e d
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		  (17)
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 Тогда задачу на собственные значения принимает вид: 

	
 .

2j j j j
ijz Bz C z   

	

 Якобиан правой части в точке ),0),(( * mty  имеет вид: 

		  (18)
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	 Как было показано выше, детерминант матрицы )
2

( CkiB t+  равен 
 
нулю, поэтому, как минимум одно собственное значение матрицы ),( tm kJ  
равно нулю, притом это собственное значение отвечает многообразию опре-
деляемое функцией Q .  Таким образом, для того, чтобы стабилизирующая 
система была устойчивая в стационарном решении в некоторой окрест-
ности параметра *m , необходимо найти такие гладкие функции )(tе , )(ta  
и )(tβ  – чтобы все действительные части нетривиальных собственных 
значений Якобиана были меньше некого отрицателького числа при *mm = .

Пример 3 Рассмотрим способ стабилизации периодических решений приме-
нительно к производной системе Ресслера, где задача стабилизации со 
стабилизационным параметром q  имеет вид: 
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И выберем начальные условия следующим образом:
 
	 )),((=|)()),((=|)()),((=|)( 0

*
0=0

*
0=0

*
0= tttttt QzzQyyQxx ttt

	 ,
2

=)(0,=|)(
*

00= π
ttt TQq t

где ))(),(),(( *** tztytx  - предельный устойчивый цикл периода  	

 

исходной системы Ресслера, например, при 1.85=m , 
2
1=a , 

4
3=b , 

 

0=0x , 0=0y  и 1=0z . При 
2
1= −xε , 1= −yε , 

2
1= −zε , 1= −xa , 

 

2=ya , 1= −za  и 2.23= −β , нетрудно подсчитать, что действительные 
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части спектра стабилизирующей системы в стационароном решении 

)))(()),(()),((( 0
*

0
*

0
* ttt QzQyQx  меньше действительных частейспектра 

производной системы в )),0)(()),(()),((( 0
*

0
*

0
* ttt QzQyQx  . 	

	 Таким образом цикл остается устойчивым до 2=m  (рис. 3). Важно 

отметить, что функция )(tQ  меняется при стабилизации, но ее всегда можно 

восстановить (см. следствие 1). Более того, независимо от функции )(tQ
, множество точек, определяемое стационарным решением в пространстве 

3= RZYX ×× , остается неизменным. 
   

                    

В ИСХОДНЫХ ФАЙЛАХ НЕТ РИСУНКОВ

Рисунок  1.  Иллюстрация стабилизации неустойчивого цикла. На 
левом рисунке 1 - устойчивый цикл при 1.85=m , 2 - устойчивый цикл 
удвоенного периода при 2=m  и 3 - стабилизированный неустойчивый 
цикл при 2=m . На правом рисунке - норма стабилизационного 
параметра, которая экспоненциально стремится к нулю.

4. Заключение

 В статье была рассмотрена новая форма представления системы динами-
ческих уравнений для случая, когда требуется исследовать периодические 
решения. Приведение к новой форме осуществляется с помощью введения 
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системы с циклическим состоянием. Каждый стационарный цикл произ-
водной системы отвечает периодическому циклу в исходной системе и 
наоборот, любое периодическое отвечает стационарному. И при этом стацио-
нарный цикл устойчив (неустойчив) тогда и только тогда, когда орбитально-
устойчиво (неустойчиво) периодическое решение. На основе данного пред-
ставления был предложен метод с введением нового стабилизационного 
параметра для стабилизации неустойчивого периодического решения. А 
также предложен способ отыскания функций-параметров стабилизирующей 
системы. Такой подход помогает значительно сократить вычислительное 
время. Кроме того, такое представление дает сам цикл, а не точку на цикле, 
как в иных методах. Малыми возмущениями параметра цикл может быть 
стабилизирован в области хаотического поведения. При этом начальные 
условия стабилизирующей системы не зависят от характеристик стабилизи-
руемого цикла, например, от периода.
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