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Вот уже несколько десятилетий большое внимание уделяется изуче-
нию комплексов, состоящих из конечного числа атомов или молекул и 
получивших в литературе название кластеров. Поиск наиболее глубоко-
го минимума на поверхности потенциальной энергии возможен лишь 
при хорошем знании структуры этого геометрического объекта. Дан-
ная работа относится к числу теоретических исследований равновес-
ных геометрических конфигураций атомов. Целью работы является 
применение геометрических методов к исследованию структуры кла-
стеров Леннарда—Джонса. 

1. Постановка задачи 

Задача поиска минимума потенциальной энергии молекулярных кла-
стеров является примером многоэкстремальной задачи глобальной опти-
мизации: 
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Такая функция парного взаимодействия атомов называется потенциа-
лом Леннарда—Джонса. 

Теперь если перейти к координатной форме записи целевой функции, 
используя формулу расстояния между двумя точками, то мы придем к за-
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даче безусловной оптимизации. Однако если решать задачу в терминах 
расстояний и не добавлять никаких ограничений, то 

 ( 1)min
2

n nF = −
−  

и он достигается, когда все расстояния в кластере равны 1 (n — число ато-
мов в конфигурации). 

Такая конфигурация не может быть реализована при n > 3 (в 3R ), так 
как для расстояний в кластере существует связь. Изучением таких зависи-
мостей занимается дистанционная геометрия (distance geometry), основ-
ным инструментом исследования которой является определитель Келли—
Менгера [1]. 

2. Необходимое условие экстремума 
Теперь нам предстоит решать задачу глобальной оптимизации с огра-

ничениями типа равенства. Функция Лагранжа для нашей задачи (в 3R ) 
будет выглядеть следующим образом: 
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На самом деле число ограничений mφ  должно быть равно  

 5
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120
n n n n n nC = − − − − . 

Однако в силу геометрических соображений число ограничений значи-
тельно меньше. 

Пусть X* — набор расстояний ijr , на котором достигается глобальный 
минимум, и cX* — набор, полученный гомотетией оптимальной конструк-
ции. Теперь запишем условие оптимальности по параметру гомотетии: 
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Воспользовавшись тем, что ограничения являются однородными 
многочленами, получим необходимое условие экстремума в терминах рас-
стояний ijr : 

 12 6
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проверьте, здесь
ничего не пропущено?
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После выделения полных квадратов необходимое условие запишется 
в виде: 
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3. Оценки метрических параметров кластера 

Следует заметить, что в оптимальной конфигурации обязательно есть 
расстояние меньше 1, так как в противном случае кластер после гомоте-
тичного сжатия перейдет в конструкцию с меньшей потенциальной энер-
гией, поэтому из необходимого условия экстремума вытекает, что 

 min
1

1 ( 1)6
2 8

r >
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. 

Из-за большой вычислительной сложности задача минимизации по-
тенциальной энергии кластеров Леннарда—Джонса не может быть решена 
в аналитическом виде средствами современной компьютерной алгебры с 
помощью результантов и базисов Грёбнера [2]. Поэтому задача решается 
численно и для сравнительно небольшого числа атомов (n < 150). Полу-
ченная нами оценка показывает, что например при n = 20, minr  > 0,64. 

Таким образом, в оптимальной конфигурации атомы не могут распо-
лагаться слишком близко друг к другу. Это было понятно и из физических 

соображений, так как 12 6
1 2 = +

r r
⎛ ⎞ ∞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Теперь же этот факт получил строгое математическое доказательство. 
Стоит заметить, что в приведенном выше аналитическом доказатель-

стве не используется размерность пространства, объемлющего кластер. 
В работе [3] автор, используя аппарат численного анализа сумм рядов, 
нашел нижние оценки расстояний в кластере minr  > 0,72 для кластеров в 

2R  и minr  > 0,61 в 3R . При доказательстве этих фактов используется 
оценка minr  > 0,5 [4]. 

Что касается оценки максимального расстояния в кластере, то самая 
лучшая на данный момент оценка maxr ≤  n – 1 [3]. В доказательство ав-
тор для любого кластера приводит конструкцию с меньшей потенциаль-
ной энергией и расстояниями, не превосходящими n – 1. Такая оценка 
сокращает область поиска решения задачи. В настоящий момент сущест-
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вует гипотеза, о том что max
3r n≤  [5]. Это соображение подтверждается 

численными экспериментами, но не находит строгого математического 
доказательства. 

4. Формирование начального приближения 

Для скорейшего поиска глобального экстремума многоэкстремальной 
задачи необходимо формирование хорошего начального приближения. Такое 
приближение позволяет отбросить из рассмотрения все локальные мини-
мумы с большей потенциальной энергией. Так как целевая функция сим-
метрична относительно расстояний в кластере, то в качестве таких при-
ближений предлагается рассматривать конфигурации с наибольшим воз-
можным числом одинаковых расстояний. Надёжную основу поиска таких 
конструкций дает геометрический образно-элементный аппарат групп 
симметрий кристаллов [6]. 

Как показали численные эксперименты, хорошим начальным при-
ближением является плотнейшая упаковка шаров. В такой конфигурации 
min 3 12F < n− −  в 3R  и min 2 3F < n− −  в 2R , что хорошо согласуется с 
экспериментальными результатами. 

Заключение 

Задача поиска глобального минимума потенциалов Леннарда—Джонса, 
имеющая по своей природе геометрический характер, не может решаться 
в отрыве от теоретического изучения геометрических характеристик оп-
тимальных конструкций. Доказательство гипотез, выдвигаемых на осно-
вании численных экспериментов, позволит значительно повысить эффек-
тивность существующих алгоритмов. 
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