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ТЕОРЕТИКО-ИГРОВАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ СТРУКТУРЫ 
ПОРТФЕЛЯ В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
И РИСКА

Введение

	 Задачу	 выбора	 портфеля	 оптимальной	 структуры	 [18,	 19]	 можно	
интерпретиро	вать	как	частный	случай	задачи	оптимального	распреде
ления	ресурсов,	для	решения	которой	применение	теории	игр	можно	счи
тать	традиционным.	Как	показано	в	[3,	10,	11],	при	теоретикоигровом	
моделировании	задачи	выбора	портфеля	оптимальной	структуры	в	по
ле	различных	информационных	ситуаций	(ИС)	эффективный	портфель	
можно	найти	на	основании	решения	матричной	игры.	В	этом	случае	зна
чения	компо	нент	оптимальной	стратегии	первого	игрока	следует	воспри
нимать	как	значения	долей,	в	которых	инвестору	следует	распределить	
имеющиеся	 средства	между	 соответствую	щими	активами.	Но	вектор	

( )1 ; ...; kp p* * *=p ,	характеризующий	оптимальную	смешан	ную	страте
гию	первого	игрока,	не	всегда	задает	структуру	эффективного	портфе
ля.
	 Соответствующую	игру	можно	трактовать	как	статическую,	в	ко
торой	пер	вый	игрок	является	лицом,	принимающим	решения	(ЛПР),	
активно	и	осмысленно	вы	би	рающим	свои	стратегии,	а	второй 	«приро
дой»	(экономической	средой).	«Природа»	случайным	образом	оказыва
ется	в	одном	из	своих	состояний.	Далее	будем	считать,	что	функционал	
оценивания	 ( )k n ijr´= =R R 	статической	игры	обладает	положитель
ным	ин	гредиентом	 +=R R ,	т. е.	ЛПР	стремится	максимизировать	зна
чения	оценок	принятых	решений.	В	рамках	данного	исследования	эту	
статическую	игру	можно	считать	равно	сильной	парной	матричной	игре	
с	нулевой	суммой,	платежная	матрица	которой	совпа	дает	с	матрицей	

( )k n ijr´= =R R .
	 Цель	данного	исследования 	построение	теоретикоигровых	моделей	
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задачи	оп	тимизации	структуры	портфеля	в	поле	различных	ИС.

Постановка проблемы

	 Пусть	 iR  	случайная	величина	(СВ),	характеризующая	норму	при
были	iго	ак	тива;	 ijr 	значение	нормы	прибыли	iго	актива,	когда	эконоiго	актива,	когда	эконого	актива,	когда	эконо
мическая	среда	оказалась	в	jм	состоянии;	 jq  	вероятность	jго	состояния	
экономической	среды.	Математическое	ожидание	 im ,	дисперсия	 2

is 	и	
среднеквадратичное	отклонение	 is 	вычисляются	по	фор	мулам:
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	 Согласно	современной	теории	портфеля	ЛПР	(инвестор),	управляя	
значениями	долей	 ix 	активов	(т. е.	структурой	портфеля),	стремится	
максимизировать	значение	мате	матического	ожидания	(5)	и	минимизи
ровать	риск	портфеля,	выраженный,	напри	мер,	дисперсией	(7).	Таким	
образом,	имеем	задачу	двухкритериальной	оптимизации:
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	 Задача	(9)(12) 	это	задача	оптимизации	структуры	портфеля	среди	
портфелей	допустимых	в	модели	Марковица,	а	задача	(9)(11) 	в	моде
ли	Блека.	Эффективными	портфелями	называют	портфели,	структуры	
которых	задают	векторы,	оптимальные	по	Парето	в	соответствующей	
задаче.
	 Для	 оптимизации	 структуры	портфеля	можно	 применять	 разные	
подходы.	На	пример,	если	известны	значения	всех	элементов	 ijr 	и	имеет	
место	первая	ИС	[12,	c. 13],	когда	известны	значения	всех	вероятностей	
jq ,	(при	этом	величины	(1)(3),	(6) 	кон	станты),	то	для	решения	задачи	

(9)(12)	можно	применять	любой	из	известных	подхо	дов	решения	задачи	
многокритериальной	оптимизации.	В	этом	случае	можно	приме	нить	и	
теоретикоигровой	подход.	В	связи	с	этим	возникают	несколько	вопро
сов.	Какие	матрицы	могут	выступать	в	роли	платежных	матриц?	Каким	
требованиям	должна	удовлетворять	соответствующая	игра,	чтобы	ее	
решение	задавало	структуру	эффектив	ного	портфеля?	Какими	особен
ностями	будет	обладать	эффективный	портфель,	струк	тура	которого	
найдена	на	основе	применения	теории	игр?	В	каких	случаях	применение	
теоретикоигровой	оптимизации	структуры	портфеля	наиболее	целесоо
бразно?
	 Кроме	того,	может	иметь	место	ИС,	когда	значения	вероятностей	 jq 	
неизвестны,	а	величины	(1)(3),	(6) 	функции	n	переменных	 1q ,	…,	 nq .	
Ведь	на	практике	законы	рас	пределения	СВ	 iR ,	характеризующих	нор
мы	прибыли	активов,	неизвестны	и	прихо	дится	применять	методы	мате
матической	статистики.	В	качестве	значений	 ijr ,	где	 1,i k= ,	 1,j n= ,	
принимают	значения	норм	прибыли	активов,	наблюдавшиеся	в	про	шлые	
периоды	времени,	при	этом	вероятности	состояний	экономической	сре
ды	в	фор	мулах	(1),	(2),	(5)(7)	принято	считать	равными	между	собой:	
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	 Наконец,	при	оптимизации	структуры	портфеля	среди	активов	могут	
присутст	вовать	такие,	которые	недавно	появились	на	рынке,	поэтому	
для	части	активов	значе	ния	их	норм	прибыли	могут	оказаться	известны
ми	не	для	всех	периодов	времени,	а	матрица	 ( )k n ijr´= =R R 	известна	
частично.

Нерешенные части проблемы

	 Теории	игр	и	ее	применению	в	экономических	теории	и	практике	по
священа	обширная	литература,	в	частности,	работы	[1 	4,	6 	12,	14 	17].	
Однако	вопросы	тео	ретикоигровой	оптимизации	структуры	портфеля	
изучены	мало,	а	вопросы	теоретикоигровой	оптимизации	структуры	
портфеля	в	условиях	неопределенности,	конфликтно	сти	и	порожденно
го	ими	экономического	риска	(ЭР)	практически	не	изучены.
	 Необходимо	 классифицировать	 игры	 с	 неполной	 информацией	 по	
степени	не	оп	ределенности	и	выработать	подходы	к	их	решению.	Жела
тельно,	чтобы	такая	клас	си	фикация	игр	позволила	применять	теорию	
парных	матричных	игр	с	нулевой	суммой	к	решению	задачи	выбора	
структуры	портфеля	в	поле	различных	ИС.	Это,	прежде	всего,	жела
тельно	в	связи	с	тем,	что	теория	парных	матричных	игр	с	нулевой	суммой	
является	наиболее	разработанной	частью	теории	игр,	а	моделирование	
ситуаций	приня	тия	управленческих	решений	при	помощи	парных	ма
тричных	игр	с	нулевой	суммой	позво	ляет	учесть	такие	присущие	эко
номике	атрибуты,	как	конкуренция,	противоречи	вость,	конфликтность	
и	порожденный	ими	ЭР.	Это	особенно	важно	в	условиях,	когда	нецеле
сообразно	рисковать:	например,	в	условиях	кризиса,	в	предкризисные	
периоды	и/или	в	условиях,	когда	конкуренты	обладают	существенным	
влиянием	и	активно	про	тиводей	ствуют	достижению	целей,	поставлен
ных	перед	собой	самим	ЛПР.

Постановка задачи

	 Поскольку	парная	матричная	игра	с	нулевой	суммой	ориентирует	
на	наиболее	осторожное	поведение,	то	следует	ожидать,	что	теоретико
игровая	оптимизация	струк	туры	портфеля	позволяет	найти	структу
ру	 портфеля,	 обладающего	 наименьшим	 уров	нем	 риска,	 т. е.	 вектор	

( )1 ; ...; kx x* * *=x ,	являющийся	решением	задачи	однокритериаль	ной	ми
нимизации	(10)(12).	Этот	портфель	всегда	является	эффективным.
	 Далее	будут	сформулированы	две	теоремы	о	теоретикоигровой	опти
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мизации	структуры	портфеля	в	поле	первой	ИС.	Полные	доказатель
ства	этих	утверждений	при	ведены,	например,	в	работе	[10].	Затем	будут	
сформулированы	теоретикоигровые	мо	дели	задачи	выбора	структуры	
эффективного	портфеля	в	поле	других	ИС.	Это,	в	част	ности,	потребу
ет	введения	понятия	антагонистической	игры,	заданной	в	условиях	не
полной	информации,	а	также	классификации	таких	игр.

Классическая модель Марковица

	 Как	отмечалось	выше,	если	известны	значения	всех	элементов	 ijr 	и	
имеет	место	первая	ИС,	когда	известны	значения	всех	вероятностей	 jq 	и	
величины	(1)(3),	(6) 	кон	станты,	то	для	решения	задачи	(9)(12)	можно	
применить	теоретикоигровой	подход.	При	этом	в	одном	случае	в	каче
стве	платежной	матрицы	игры	выступает	матрица	 ( )k n ijr´= =R R ,	
где	 ijr  	jе	значение	нормы	прибыли	iго	актива,	а	в	другом	случае 	кова
риационная	матрица	 ( )k k ilC C c´= = ,	где	ковариации	 ilc 	вычисляют	
по	формуле	(6).
	 Теорема 1.	Пусть	в	парной	матричной	игре	с	нулевой	суммой,	за
данной	матри	цей	 ( )k n ijr´= =R R ,	где	 ijr  	jе	значение	нормы	прибыли	
iго	актива,	отсутствует	седло	вая	точка,	т. е.	справедливо	неравенство	
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мизации	структуры	портфеля	в	поле	первой	ИС.	Полные	доказатель
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Так как	 ( ) 0³xD R ,	 а	 при	 соблюде	нии	 условий	 теоремы	 1	
( ) ( )min 0 *= =x px

D R D R ,	 поэтому	 вектор	 ( )1 ; ...; kp p* * *=p 	 задает	
струк	туру	портфеля,	обладающего	наименьшим	уровнем	риска,	точнее,	
портфеля,	ли	шен	ного	несистематического	риска.
	 Теорема 2.	Пусть	в	парной	матричной	игре	с	нулевой	суммой,	за
данной	матри	цей	 ( )k k ilc´= =C C ,	где	 ilc 		ковариации	(6),	отсутствует	
седловая	точка,	т. е.	справед	ливо	 maxmin minmaxil iji l l i

c ca b= < = ,	и	
все	чистые	стратегии	игроков 	это	их	активные	стратегии.	Тогда	для	
оптимальных	стратегий	игроков	 ( )1 ; ...; kp p* * *=p ,	 ( )1 ; ...; kq q* * *=q 	име
ем	 * *=p q ,	при	этом	вектор	 * *=p q 		это	решение	задачи	(10)(12),	т. е.	

* * *= =x p q .
	 При	соблюдении	требований	Теоремы	2	 ( ) ( )min V* *= =x p Cx

D R D R ,	

где	 ( ) ( )
1 1 1 1

k k k k

il i l il i l
i l i l

V c p q c p p* * * * *

= = = =

= × × = × ×åå ååC 		цена	парной	матрич

ной	игры	с	нулевой	сум	мой,	заданной	матрицей	 ( )k k ilc´= =C C .

Обобщенная модель Марковица при неизвестных 
вероятностях состояний «природы»

	 Пусть	теперь	известны	значения	всех	элементов	 ijr 	и	имеет	место	чет
вертая	ИС	[12,	с. 13],	когда	ничего	неизвестно	о	значениях	вероятностей	
jq .	В	поле	четвертой	ИС	задачу	выбора	структуры	эффективного	порт

феля	можно	представить	как	задачу	трех	критериальной	оптимизации:
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0, 1,ix i k³ = .																													(19)

	 Задачу	(13)(19)	можно	привести	к	классической	модели	Марковица:	
при	соблю	дении	условий	(16),	(17)	энтропия	(13)	достигает	максималь
ного	значения	для	 1

1
... nq q

n
= = = .	Для	решения	задачи	(13)(19)	при

меним	теоретикоигровой	подход:	при	соблюдении	требований	теоремы	
1	выполняется	 ( ) ( )min 0 *= =x px

D R D R 	и	вектор	 ( )1 ; ...; kp p* * *=p ,	ха
рактеризующий	оптимальную	стратегию	первого	игрока,	задает	струк
туру	портфеля,	обладающего	наименьшим	уровнем	риска,	т. е.	портфеля,	
лишен	ного	несистематического	риска	для	всех	распределений	вероятно
стей	 ( )1; ...; nq q=q .

Обобщенная модель Марковица при активном 
противодействии «природы»

	 Пусть	теперь	известны	значения	всех	элементов	 ijr 	и	имеет	место	пя
тая	ИС	[12,	с. 13],	когда	неизвестны	значения	всех	вероятностей	 jq 	состо
яний	экономической	среды,	но	экономическая	среда 	это	злонамеренный	
противник.	Эта	ИС	наиболее	аде	кватно	отражает	ситуации,	когда	ЛПР	
нецелесообразно	рисковать:	например,	в	кризис	ные	и	предкризисные	пе
риоды.	В	поле	пятой	ИС	задачу	выбора	структуры	эффектив	ного	порт
феля	можно	представить	как	задачу	трехкритериальной	оптимизации:
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1

min
k

x x i i
i

m m x
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= = × ®å
q
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1

max
k

x x i i
i

m m x
=

= = × ®å
x

M R ;																			(21)
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1 1

min
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x x il i l
i l

c x xs
= =

= = × × ®åå
x

D R
;													(22)

при	соблюдении	ограничений	(16)(19).
	 Если	 отбросить	 (22)	 и	 учесть	 (1),	 задача	 (20)(21) 	 это	 зада

ча	 поиска	 седловой	 точки	 функции	 ( ) ( ) ( )
1 1 1

k k n

x x i i ij i j
i i j

m m x r x q
= = =

= = × = × ×å ååM R 	

( ) ( ) ( )
1 1 1

k k n

x x i i ij i j
i i j

m m x r x q
= = =

= = × = × ×å ååM R с	 ограничениями	 (16)(19),	 что	 эквивалентно	 ре

шению	парной	матричной	игры	с	нулевой	суммой,	заданной	мат	рицей	
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( )k n ijr´= =R R .	В	поле	пятой	ИС	при	соблюдении	условий	теоремы	1	
возможно	применение	этой	теоремы.

Обобщенная модель Марковица в условиях 
неопределенности и риска

	 Пусть	теперь	известны	значения	не	всех	элементов	 ijr ,	где	 ijr 		jе	
значение	нормы	прибыли	iго	актива,	В	этом	случае	также	возможна	
теоретикоигровая	оптими	зация	структуры	портфеля.	Однако	следует	
уточнить	сущность	термина	«антагонисти	ческая	игра,	заданная	в	усло
виях	неполной	информации»,	который	применяется	уже	более	полувека	
[14 	17].	В	работе	[9]	приведено	следующее	определение.
	 Определение 1.	Антагонистической	игрой,	заданной	в	условиях	не
полной	ин	формации,	будем	называть	модификацию	парной	матричной	
игры	с	нулевой	суммой,	обладающей	следующими	особенностями:

	множество	чистых	стратегий	первого	игрока	{ }1; 2; ...;k 	известно;
	множество	чистых	стратегий	второго	игрока	{ }1; 2; ...;n 	известно;
	платежная	матрица	 ( )k n ijr´= =R R 	известна	частично,	т. е.	имеет
ся	хотя	бы	один	элемент	 ijr ,	истинное	значение	которого	неизвестно.

	 Применение	антагонистических	игр,	заданных	в	условиях	неполной	
информа	ции,	позволяет	лучше	учесть	неопределенность,	конфликтность	
и	порожденный	ими	ЭР.	Следовательно,	на	основе	применения	игр	с	не
полной	информацией	возможно	бо	лее	качественное	управление	риском,	
чем	управление	им	на	основании	применения	игр	с	полной	информацией.	
Кроме	того,	применение	игр	с	неполной	информацией	расши	ряет	воз
можности	и	сферу	применения	теории	игр	в	экономических	исследова
ниях.
	 Дадим	определение	ИС	и	приведем	их	классификацию.	Эта	класси
фикация	по	добна	классификации	ИС	Р. И. Трухаева	для	характеристи
ки	уровня	неопределенности	выбора	«природой»	своих	состояний	[12,	
с. 13].
	 Определение 2. Для	антагонистической	игры,	заданной	в	условиях	
неполной	информации,	под	ИС	 lI 	будем	понимать	определенную	сте
пень	 градации,	 характеризую	щую	 неопределенность	 значений	 части	
элементов	 ijr 	частично	заданной	платежной	матрицы	 ( )k n ijr´= =R R .
	 Классификацию	ИС	можно	представить	в	следующем	виде	[9]:

1I 		все	неизвестные	элементы 	заданные	СВ;
2I 		все	неизвестные	элементы 	заданные	функции;
3I 		все	неизвестные	элементы	заданы	своими	ограничениями;
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4I 		для	всех	неизвестных	элементов	нет	математической	информа
ции;
5I 		все	неизвестные	элементы	принимают	наихудшие	для	ЛПР	зна

чения;
6I 	 	все	неизвестные	элементы	принадлежат	заданному	нечеткому	

множеству	[5,	20],	т. е.	представляют	собой	нечеткие	переменные;
7I 		смешанная	ИС.

	 Заметим,	что	только	в	поле	ИС	 4I 	нельзя,	чтобы	были	неизвест
ны	значения	всех	элементов	 ijr 	платежной	матрицы	 ( )k n ijr´= =R R ,	
так как	в	этом	случае	формализация	анта	гонистической	игры,	заданной	
в	условиях	полной	неопределенности,	теряет	смысл.
	 Один	из	способов	решения	антагонистической	игры,	заданной	в	усло
виях	не	полной	информации, 	это	приведение	ее	к	одной	или	нескольким	
антагонистическим	играм,	заданным	в	условиях	полной	информации,	
когда	вместо	неизвестных	элементов	следует	подставить	одно	или	не
сколько	наиболее	типичных	значений.	Для	оценки	не	известных	значе
ний	элементов	платежной	матрицы	возможно	использование	методов	
интерполирования,	 экстраполирования,	 регрессионного	 анализа.	 Для	
окончательного	выбора	оптимального	решения	такой	игры	может	по
требоваться	применение	методов	исследования	операций,	распознава
ния	образов	и	теории	ожидаемой	полезности.

Выводы

1.	Поиск	структуры	эффективного	портфеля	в	классической	моде
ли	Марковица	возможен	на	основе	теоретикоигрового	подхода.	Если	
элементы	платежной	матрицы 	это	значения	норм	прибыли	активов,	
а	все	чистые	стратегии	вто	рого	игрока 	его	активные	стратегии,	то	
оптимальная	смешанная	стратегия	первого	игрока	задает	структуру	
портфеля,	обладающего	наименьшим	уров	нем	риска,	а	точнее,	порт
феля,	 полностью	 лишенного	 несистематического	 риска.	 Если	 пла
тежная	матрица	игры	совпадает	с	ковариационной	матрицей	и	все	
чистые	стратегии	игроков	являются	их	активными	стратегиями,	то	
опти	мальные	смешанные	стратегии	совпадают	и	задают	структуру	
портфеля,	об	ладающего	наименьшим	уровнем	риска.
2.	 При	 соблюдении	 определенных	 требований	 для	 решения	 задач	
квадратичного	 программирования	 определенного	 типа	 возможен	
теоретикоигровой	подход.
3.	Теоретикоигровой	подход	позволяет	обобщить	модель	Марковица	
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4I 		для	всех	неизвестных	элементов	нет	математической	информа
ции;
5I 		все	неизвестные	элементы	принимают	наихудшие	для	ЛПР	зна

чения;
6I 	 	все	неизвестные	элементы	принадлежат	заданному	нечеткому	

множеству	[5,	20],	т. е.	представляют	собой	нечеткие	переменные;
7I 		смешанная	ИС.

	 Заметим,	что	только	в	поле	ИС	 4I 	нельзя,	чтобы	были	неизвест
ны	значения	всех	элементов	 ijr 	платежной	матрицы	 ( )k n ijr´= =R R ,	
так как	в	этом	случае	формализация	анта	гонистической	игры,	заданной	
в	условиях	полной	неопределенности,	теряет	смысл.
	 Один	из	способов	решения	антагонистической	игры,	заданной	в	усло
виях	не	полной	информации, 	это	приведение	ее	к	одной	или	нескольким	
антагонистическим	играм,	заданным	в	условиях	полной	информации,	
когда	вместо	неизвестных	элементов	следует	подставить	одно	или	не
сколько	наиболее	типичных	значений.	Для	оценки	не	известных	значе
ний	элементов	платежной	матрицы	возможно	использование	методов	
интерполирования,	 экстраполирования,	 регрессионного	 анализа.	 Для	
окончательного	выбора	оптимального	решения	такой	игры	может	по
требоваться	применение	методов	исследования	операций,	распознава
ния	образов	и	теории	ожидаемой	полезности.

Выводы

1.	Поиск	структуры	эффективного	портфеля	в	классической	моде
ли	Марковица	возможен	на	основе	теоретикоигрового	подхода.	Если	
элементы	платежной	матрицы 	это	значения	норм	прибыли	активов,	
а	все	чистые	стратегии	вто	рого	игрока 	его	активные	стратегии,	то	
оптимальная	смешанная	стратегия	первого	игрока	задает	структуру	
портфеля,	обладающего	наименьшим	уров	нем	риска,	а	точнее,	порт
феля,	 полностью	 лишенного	 несистематического	 риска.	 Если	 пла
тежная	матрица	игры	совпадает	с	ковариационной	матрицей	и	все	
чистые	стратегии	игроков	являются	их	активными	стратегиями,	то	
опти	мальные	смешанные	стратегии	совпадают	и	задают	структуру	
портфеля,	об	ладающего	наименьшим	уровнем	риска.
2.	 При	 соблюдении	 определенных	 требований	 для	 решения	 задач	
квадратичного	 программирования	 определенного	 типа	 возможен	
теоретикоигровой	подход.
3.	Теоретикоигровой	подход	позволяет	обобщить	модель	Марковица	
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на	случай,	когда	неизвестны	вероятности	состояний	экономической	
среды,	и	на	случай,	когда	экономическая	среда	активно	противодей
ствует	достижению	целей	ин	вестора.
4.	Применение	теоретикоигровой	оптимизации	структуры	портфеля	
возможно	и	в	случае,	когда	истинные	значения	части	необходимых	
значений	норм	при	были	активов	неизвестны.	Применение	в	таких	слу
чаях	антагонистических	игр,	заданных	в	условиях	неполной	инфор
мации,	и	введенной	классификации	ИС	позволяют,	с	одной	стороны,	
лучше	учитывать	такие	присущие	экономике	явления,	как	конкурен
ция,	конфликтность,	противоречивость,	неопределен	ность	и	порож
денный	ими	ЭР,	а,	с	другой	стороны,	позволяет	использовать	аппарат	
парных	матричных	игр	с	нулевой	суммой.
5.	Одним	из	способов	решения	антагонистической	игры,	заданной	в	
условиях	неполной	информации,	может	быть	приведение	ее	к	одной	
или	нескольким	антагонистическим	играм,	заданным	в	условиях	пол
ной	информации,	когда	вместо	неизвестных	элементов	следует	под
ставить	одно	или	несколько	наибо	лее	типичных	значений.	Для	оценки	
значений	элементов	возможно	использо	вание	методов	интерполиро
вания,	экстраполирования,	регрессионного	ана	лиза.
6.	Поиск	оптимального	решения	антагонистической	игры,	заданной	в	
условиях	неполной	информации,	может	включать	решение	несколь
ких	антагонистиче	ских	игр,	заданных	в	условиях	полной	информа
ции.	Для	окончательного	вы	бора	оптимального	решения	такой	игры	
может	потребоваться	применение	ме	тодов	исследования	операций,	
распознавания	образов	и	теории	ожидаемой	полезности.
7.	Применение	теоретикоигровой	оптимизации	структуры	портфеля	
наиболее	целесообразно,	когда	инвестор	должен	придерживаться	наи
более	осторожной	стратегии:	например,	в	предкризисные	или	кризис
ные	периоды	и/или	когда	конкуренты	обладают	значительной	мощью	
и	активно	противодействуют	до	стижению	целей	инвестора.
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