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Аннотация. В статье изучаются основные количественные характеристики алгебраиче-

ской теории информации — энтропия и мера элементарной информации. Мера инфор-

мации определяется относительно пользователя, т. е. с учетом уже имеющейся у него ис-

ходной информации. Приведены примеры вычисления (оценки) энтропии и меры ин-

формации для различных видов элементарной информации. 
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Введение1 

Настоящая статья является непосредственным про-
должением работ авторов [1, 2], посвященных изу-
чению базовых понятий алгебраической теории ин-
формационных систем. В этих работах было введено 
и исследовано основное понятие алгебраической 
теории информации — элементарная информация 
об одной точке x0 опорного множества сведений X. 
В данной статье рассматриваются количественные 
методы сравнения элементарных информаций о точ-
ке x0. В основу исследований положен разработан-
ный в математической теории связи энтропийный 
подход к анализу информации [3–6]. Количествен-
ная мера (энтропия) анализируемой информации 
определяется относительно пользователя, т. е. с уче-
том уже имеющейся начальной информации у поль-
зователя. Приводятся примеры вычисления (оценки) 
энтропии для различных классов элементарной ин-
формации о точке x0 из множества сведений X. 

1. Количественный анализ 
элементарной информации 

Пусть заданы: X — произвольное множество эле-
ментов (сведений), B — некоторая решетка понятий 
(подмножеств) для X, BS — атомарная (дизъюнкт-
ная) шкала для B: BS = bk, k∈K}, где K — конечное 
или счетное множество символов [7–9]. 

                                                           
 * Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (про-
ект № 07-01-00572) и программы Президиума РАН «Интеллекту-
альные информационные технологии, математическое моделиро-
вание, системный анализ и автоматизация» (проект № 209). 

Предположим дополнительно, что для каждой 
точки 0x X∈  определено дискретное распределение 

достоверностей, заданное на шкале BS , т. е. опреде-
лена неотрицательная числовая функция 0( , ),kp b x  

0( , ) 0, ,k kp b x b BS≥ ∈  с условием нормировки 

 0( , ) 1.
k

k
b BS

p b x
∈

=  

Определение 1 [7–9]. 
Дискретное распределение достоверностей на-

зывается начальным распределением достоверно-
стей для точки 0x  из X  относительно решетки по-

нятий B . Величина 

 0( , ) ,
k

k
b

p b x p
σ∈

=  

определенная для любого подмножества Bσ ∈ , на-
зывается достоверностью (вероятностью) факта 
принадлежности 0x σ∈ . 

Утверждение 1. 
Достоверность удовлетворяет следующим соот-

ношениям: 0 1p≤ ≤ . 

В дальнейшем максимальную достоверность 
1p =  будем трактовать как истинность факта 0 .x σ∈  

Минимальную достоверность 0p =  будем тракто-

вать как ложность факта 0x σ∈ , т. е. истинность 

факта 0 ' \x Xσ σ∈ = . В случае, когда решетка 

представляет собой несчетное множество, начальное 
распределение достоверностей для точки 0x X∈  
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будем задавать интегрируемой функцией плотности 

0( , ) 0f x x ≥  с условием нормировки 

 0( , ) 1
x

f x x dx = . 

В этом случае предполагается, что решетка под-
множеств B  состоит из измеримых подмножеств. 
Величина 

 0( , )f x x dx p
σ

= , 

определенная для любого Bσ ∈ , трактуется как 
достоверность факта принадлежности 0x σ∈ . 

Конкретизация начального распределения 

0( , )kp b x  или 0( , )f x x  для 0x X∈  зависит от поль-

зователя и характеризует имеющуюся у него исход-
ную информацию о точке . При отсутствии каких-
либо начальных сведений о точке будем задавать ли-
бо равномерное распределение, либо нормальное 
(гауссовское) распределение и т. д. 

Следуя [7–9], введем следующее определение. 

Определение 2. 
Пусть дано начальное распределение достовер-

ностей 0( , )kp b x  для точки 0 , ,kx X b BS B∈ ∈ ⊂  где 

B  — решетка понятий для X  с конечной или счет-
ной атомарной шкалой BS . Для любого сведения 

0( )xσ  о точке 0x , при условии, что Bσ ∈ , опре-

делим вторичное распределение достоверностей 

0( , )kp b xσ  для 0x  по формуле Байеса [9–11]: 

 10
0 0

0, ,

( , )
( , ) ( , ) , .

k k

k

k
k k k

b

b

p b x
p b x p b x bσ

σ

σ

σ−

⊂

⊄


=   ⋅ ⊂  
 
  

Величину изменения энтропии для начального и 
вторичного распределений назовем количеством 
информации, принесенной сведением 0( )xσ  и обо-

значим 

 0 0 0( ( )) ( ( )) ( ( ))I x H X x H xσ σ= − . (1) 

В (1) энтропия задается формулами 

 0 0 2 0( ( )) ( , ) log ( , ),
k

k k
b X

H X x p b x p b x
⊂

= − ⋅  

 0 0 2 0( ( )) ( , ) log ( , ).
k

k k
b

H x p b x p b xσ σ
σ

σ
⊂

= − ⋅  

Количество информации измеряется в битах. 

Пример 1 [7, 8] 
Пусть даны отрезок [0,1] числовой прямой и 

решетки B  для него с атомарной шкалой BS =  

{ , 0,1, ,9}kb k= = … , где kb  — дизъюнктные подмно-

жества 0 1 9[0;0,1], (0,1;0,2], , (0,9;1]b b b= = =… . До-

пустим, что про точку 0 [0;1]x ∈  известно сведение 

0( ) [0;0,3]xσ =  (отметим, что Bσ ∈ ). Определим ко-

личество информации, принесенной сведением σ . 
Предположим вначале, что исходное распределение 

0( , )kp b x  является равномерным [10, 11]: 

 0( , ) 0,1kp b x =  , 0,1, ,9k = … . 

Тогда вторичное распределение задается соот-
ношениями 

 0

1
, 0, 1, 2,

3( , )

0, 3.
k

k
p b x

k
σ

 == 
 ≥

 

В этом случае получаем, что 

 0
10

( ( )) log
3

I xσ =  (где 2log log , 0a a a= > ) 

При начальном распределении вида 

 0

1
, 0, 1,

2( , )

0, 2
k

k
p b x

k

 == 
 ≥

 

мы имеем: 

 0 [0;0,2],x ∈  так как 
1

0
0

( , ) 1k
k

p b x
=

= . 

В этом случае сведение 0( )xσ  ничего нового о 

точке 0x  не сообщает, вторичное распределение 

совпадает с начальным распределением и поэтому 

0( ( )) 0.I xσ =  

При начальном распределении вида 

 
1

0
2

0, 8,
( , )

0, 9
k

c k
p b x

c k

> ≤= 
> =

 

имеем: 

 1 29 1.c c+ =  

Вторичное распределение в этом случае равно 

 0

1
, 0, 1, 2,

3( , )

0, 3.
k

k
p b x

k
σ

 == 
 ≥

 

Мера (количество) информации 0( ( ))I xσ  вычис-

ляется по формуле 

 0 1 1 2 2( ( )) 9 log log log3.I x c c c cσ = − − −  
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При достаточно малых 1 0c ≈  имеем 2 1c ≈ , и 

количество информации 0( ( ))I xσ  будет отрицатель-

ным. В этом случае начальное распределение нахо-
дится в конфликте со сведением 0( )xσ . В самом деле, 

параметры 1 0c ≈ , 2 1c ≈  означают, что 0 [0;0,9]x ∈  

маловероятно и что 0 (0,9;1]x ∈  высоковероятно. В то 

же время сведение 0( )xσ  означает, что 0 [0;0,3]x ∈ . 

Для количества информации имеют место сле-
дующие утверждения [7–9]. 

Теорема 1. 
1. Если начальное распределение для точки 0x X∈  

относительно решетки понятий B  равномерно, то 
для любого сведения 0( )xσ  о точке 0x  справедливо 

соотношение 

 0( ( )) log 0,
M

I x
m

σ = ≥  (2) 

где в случае дискретной решетки M  — число ато-
мов решетки, m  — число атомов, составляющих 
подмножество σ , а если B  — несчетна, то 

 ,
x

M dx m dx
σ

= =  . 

В соотношении (2) равенство нулю достигается 
тогда и только тогда, когда сведение является наибо-
лее общим, т. е. 0( ( )) 0I X x = . 

2. Пусть начальное распределение для точки 

0x X∈  относительно решетки понятий B  равномер-

ное. Тогда для любых двух сведений 1 0 2 0( ), ( )x xσ σ  

при условии 1 2, Bσ σ ∈  выполняется соотношение 

 1 0 2 0( ( )) ( ( )),I x I xσ σ≤  

если 1 0( )xσ  — более общее сведение, чем 2 0( )xσ , 

т. е. 1 2σ σ⊃ . 

3. Если начальное распределение для точки 

0x X∈  относительно решетки B  равномерное, то 

для любых двух сведений 1 0 2 0( ), ( ),x xσ σ 1 2, Bσ σ ∈ , 

справедливо равенство 

 1 0 2 0 1 0 1 2 0( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))I x x I x I xσ σ σ σ σ∧ = + , 

где 1 2 0( ( ))I xσ σ  — количество информации, прине-

сенной сведением 2 0( )xσ  при условии, что началь-

ным распределением является вторичное распреде-
ление для 1 0( )xσ . 

4. Если в условиях утверждения 3 теоремы име-
ются 3n ≥  сведений 1 0 0( ), , ( )nx xσ σ…  об одной 

точке, причем , 1, ,k B k nσ ∈ = … , то 

 
1 1

1 0 0

1 0 0
2

( ( ) ( ))

( ( )) ( ( )),
k

n

n

k
k

I x x

I x I xσ σ

σ σ

σ σ
−

=

∧ ∧ =

= + …

…

 (3)                

где
1 1 0( ( ))

k kI xσ σ σ
−…  — количество информации, при-

несенной сведением 0( )k xσ  при условии, что на-

чальное распределение является вторичным для све-
дения 1 0 1 0( ) ( ).kx xσ σ −∧ ∧…  

Следуя [7, 8] введем 

Определение 3. 
Пусть 0( )A x  — носитель информации 0( )IN x  о 

точке 0x X∈  и задано начальное распределение для 

точки 0x  относительно решетки понятий .B  Если для 

любого сведения 0 0( ) ( )x A xσ ∈  справедливо Bσ ∈ , 

то количеством информации 0( )IN x , принесенной 

носителем 0( )A x , называется следующая точная 

верхняя грань по всем конечным конъюнкциям све-
дений носителя: 

 0 0( ( )) sup ( ( ))kI A x I xσ= ∧ . 

Для случая терминального носителя 0( )T x =  

0{ ; }( )x A xσ σ= ∈  информации 0( )IN x  по определе-

нию получим 

 0 0( ( )) ( ( ))I T x I A x= . 

Для количества информации носителей имеют 
место следующие утверждения [7, 8]. 

Теорема 2 (о корректности определения количе-
ства информации). 

Предположим, что начальное распределение для 
точки 0x X∈  относительно решетки понятий B  яв-

ляется равномерным. Пусть 1 0 2 0( ), ( )A x A x  — два 

эквивалентных носителя информации, любые сведе-
ния которых 1 0 1 0 2 0 2 0( ) ( ), ( ) ( )x A x x A xσ σ∈ ∈  тако-

вы, что 1 2, Bσ σ ∈ . Тогда 

 1 0 2 0( ( )) ( ( ))I A x I A x= . 

Теорема 3 (о данных о точке 0x X∈ ). 

Пусть начальное распределение для точки 0x X∈  

относительно решетки B  является равномерным. 
Допустим, что решетка B  разложена в произведе-
ние своих подрешеток 

 kB B= ∏ . 

Если 0 0( ) { ( ); }kA x x k Kσ= ∈  — данные о точке 

0x X∈  относительно (3), то 
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 0 0( ( )) ( ( ))k kI A x I xσ= , 

где 0( ( ))k kI xσ  — количество информации, прине-

сенной сведением 0( )k xσ  при условии, что началь-

ное распределение для 0x  относительно подрешет-

ки kB  равномерное. Следуя [7, 8], приведем приме-

ры вычисления количества информации о точке 

0x X∈  на основе результатов теорем 2, 3. 

Пример 2. 
Предположим, что n-значное натуральное число 

0x N∈  задано в десятичной позиционной системе 

счисления. Десятичную запись числа 0x  рассмотрим 

с точки зрения данных 

 
1

1
0 0( ) { ; ; }( )

n

n
i iA x xϕ ϕ=  

относительно разложения 1 nB B B= × ×… , где под-

решетки kB  определяются атомарными шкалами 

 { , 0,1, ,9}k
k iBS iσ= = …  

из подмножеств k
iσ  чисел, которые в десятичной за-

писи имеют в k -м разряде знак i ( 0,1, ,9)i = … . В этом 

случае количество информации, принесенной такими 
данными, равно для равномерного распределения 

 0( ( )) log10I A x n= ⋅ . 

Пример 3. 
Найдем количество информации домашнего 

адреса 

 0 1 2 3 4 0( ) { , , , }( )A x xσ σ σ σ=  0( )x X∈ .  (4) 

В (4) обозначено: 
X  — множество возможных местожительств; 

0x  — идентификатор (фамилия, имя, отчество) 

человека; 
, 1, 2,3, 4k kB kσ ∈ = , — элементы следующих 

решеток понятий для X :  

1B  — решетка населенных регионов страны, на-

пример республик, краев, областей, городов и т. п. 
В решетке 1B  используются две шкалы понятий: мак-

симальная и минимальная. В первой шкале 1BS  пере-

числяются названия всех республик, краев, областей, 
районов и т. д. Под каждым названием подразумева-
ется подмножество местожительств. Шкала 1BS  яв-

ляется максимальной. Другая шкала '
1 { }j

iBS σ=  — 

семейство шестизначных почтовых индексов. Здесь 

j
iσ  — множество мест жительства, соответствую-

щих шестизначным почтовым индексом, у которых в 
разряде j  ( 1,2, ,6)j = …  стоит знак i  ( 0,1, ,9)i = … . 

Имеется вполне определенное соответствие почто-
вых индексов и множеств мест жительства. Шкала 

'
1BS  является почти минимальной. 2B  — решетка 

проспектов, улиц, площадей, переулков и т. д. Шкала 

2BS определяется перечислением всех названий прос-

пектов, улиц и т. п. Она является атомарной шкалой, 
т. е. максимальной. 3B  — решетка номеров домов 

со шкалой 3 { ; 0,1, ,9; 1,2,3}j
iBS i jψ= = =… . Здесь 

j
iψ  — множество местожительств, соответствующих 

десятичным номером домов, у которых в разряде j  

( 1,2,3)j =  стоит знак i  ( 0,1, ,9)i = … . Шкала 3BS  — 

почти минимальна в 3B . 4B  — решетка номеров 

квартир со шкалой 4 { , 0, 9; 1, 2,3, 4}j
iBS x i j= = =… . 

Здесь j
ix  — множество местожительств, соответст-

вующих десятичным номерам квартир, у которых в 
разряде j  ( 1,2,3,4)j =  стоит знак i  ( 0,1, ,9)i = … . 

Шкала 4BS  — почти минимальна в 4B . 

Приведем пример домашнего адреса: 117036, Мос-
ква, ул. Дмитрия Ульянова, дом 24, квартира 168. 

Вернемся теперь к вычислению количества ин-
формации 0( ( ))I A x . Так как сведение 1 0( )xσ  о на-

селенном районе однозначно определяется шести-
значным числом (почтовым индексом) в десятичной 
записи, то 
 1 1 0( ( )) 6 log10I xσ = . (5) 

Сведение 2 0( )xσ  — это название конкретного 

проспекта, улицы, площади, переулка, проезда и т. д. 
Атомарная шкала 2BS  определяется множеством 

всех проспектов, улиц и т. п. Количество информа-
ции, принесенной сведением 2 0( )xσ , будет равно 

 2 2 0 2( ( )) logI x nσ = , (6) 

где 2 2Cardn BS=  — количество всех возможных 

проспектов, улиц, площадей, переулков и т. д. Све-
дение 3 0( )xσ  — это 3n  (число разрядов в номере 

дома), а сведение 4 0( )xσ  есть 4n (число разрядов в 

номере квартиры). Тогда имеем: 

 
3 3 0 3

4 4 0 4

( ( )) log10;

( ( )) log10.

I x n

I x n

σ

σ

=

=
 (7) 

Из (5)–(7) окончательно находим, что 

 0 3 4 2( ( )) (6 ) log10 logI A x n n n= + + + . 
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Пример 4. 
Пусть задано натуральное число 0 555x = . Если 

начальное распределение является равномерным, то 
для носителя 0( ) 555A x =  будем иметь 

 0( ( )) 3log10I A x = . 

Если заранее известно, что натуральное число 
имеет в десятичной записи с такого-то по такое-то 
место одинаковые знаки, например равные знаки со-
тен, десятков, единиц (три пятерки), то 

 

1

1 2

0 1 0 2 0

3 0

( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( )) log10.

I A x I x I x

I x

σ

σ σ

σ σ

σ

= + +

+ =  (8) 

В формуле (8) 
1 1 22 0 3 0( ( )) ( ( )) 0I x I xσ σ σσ σ= = , где 

1σ  — число сотен, 2σ  — число десятков, 3σ  — число 

единиц в остатке от деления числа 0x на 10. 

Пример 5. 

Рассмотрим десятичную запись дроби 0
5

0, (5)
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x = =  

(ноль целых и пять в периоде). Если начальное рас-
пределение является равномерным, то для носителя 

0( )A x  имеем бесконечное значение 

 0( ( ))I A x = ∞ . 

Если же заранее известно, что после запятой все 
знаки равные, то 

 0( ( )) 2 log10I A x = . 

Заключение 

Таким образом, в работе исследуется важная числовая 
характеристика элементарной информации о точке. 
Количество (мера) одной и той же информации за-

висит от начального распределения, т. е. от пользо-
вателя, но не зависит от носителя этой информации. 
Показано, что наиболее удобным носителем для вы-
числения меры информации являются данные о точке 
относительно разложения решетки понятий в произ-
ведение подрешеток с атомарными шкалами. В случае, 
когда появляются большие или бесконечные значения 
меры информации, принесенной данными, эти зна-
чения можно уменьшить, если учесть имеющиеся 
начальные (исходные) сведения о точке. 
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