
Математические
проблемы динамики
неоднородных систем

Структура вероятностной

макросистемной демо-экономической

модели (часть I)
�

А. С. Алиев, А.Ю.Попков, Ю.С.Попков

Аннотация. Разработана структура демографического блока вероятностной

демо-экономической модели, построены модели рождаемости, смертности и миграции,

использующие принцип максимизации энтропии.

Ключевые слова: макросистема, энтропийные модели, оптимизация, демографическая динамика,

пространственная экономика, рождаемость, смертность, миграция.

Введение

Моделирование демо-экономических процессов
преследует цель обнаружить некоторые состояния
в этих процессах, возникающие в результате взаимо-
действия процессов пространственно-временной эво-
люции населения и экономики в терминах ее мак-
ропоказателей [2, 3, 7, 13]. При изучении этих про-
цессов предполагается, что население экономически
мотивировано, т. е. решения индивидов в основном
определяются экономическими индексами. Строго
говоря, это не общее правило, и существует много
примеров, когда экономическая мотивация сосуще-
ствует и с другими мотивационными факторами:
культурологическими, экологическими, религиозны-
ми и др. Обилие мотивационных факторов и невоз-
можность многие из них измерить порождает до-
вольно высокий уровень неопределенности, затруд-
няющий надежное прогнозирование (даже кратко-� Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проект №07–11–00092).

срочное) демо-экономических процессов. В рас-
сматриваемой здесь макросистемной демо-экономи-
ческой модели («MSDEM») на экономический моти-
вационный слой наложены некоторые из упомяну-
тых мотивационных факторов [14, 16, 24]. Парамет-
ры, характеризующие эти факторы, представляют
собой случайные величины с заданными функциями
распределения вероятностей. Тем самым «MSDEM»
превращается в вероятностную макросистемную де-
мо-экономическую модель — «PMSDEM» [21].

Разработка «PMSDEM» проводилась в рамках
исследовательской программы Научного Фонда Ни-
дерландов «European Population beyond 2000», и по-
тому ориентирована на европейское системное про-
странство и структуру статистической информации.
Цель разработки состояла в создании инструмента
для прогнозирования динамики европейского на-
селения (population projection) в кратко-, средне-
и долгосрочной перспективе при различных сцена-
риях социально-экономического развития Европей-
ского Союза.
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Рис. 1. Структура PMSDEM

1. Агрегированная структура «PMSDEM» и ее

пространственно-временные характеристики

Следуя общей концепции вероятностного мак-
росистемного демо-экономического моделирования,
структура «PMSDEM» состоит из модельного ядра
«MSDEM», погруженного в интерфейс вероятностных
технологий, базирующихся на методе Монте Карло.

Напомним, что вероятностные технологии поз-
воляют генерировать ансамбльмоделей и получать со-
ответствующий ансамбль решений (траекторий про-
странственно-временной эволюции демо-экономи-
ческой системы). Он дает представление о возмож-
ных процессах (или режимах) в системе при различ-
ных возможных комбинациях параметров «MSDEM».
Поскольку «MSDEM» — существенно нелинейная
динамическая система, то ее траектории, генери-
руемые при средних значениях параметров, прин-
ципиально отличаются от средних по упомянутому
ансамблю траекторий. Поэтому вероятностные тех-
нологии позволяют выявить новые режимы вместе
с их вероятностными характеристиками, что дела-
ет «PMSDEM» полезным инструментальным сред-
ством демо-экономического прогнозирования.

Структура «PMSDEM» показана на рис. 1. Она
включает «MSDEM» в качестве ядра и основные
блоки вероятностной технологии: генераторы слу-
чайных параметров, ансамбль решений, генерируе-
мых моделью, статистическую обработку этого ан-
самбля, представление результатов обработки в агре-
гированном, но информативном виде. Важным бло-
ком технологии является интерактивная обратная
связь, которая предоставляет возможность коррек-

тировать функции плотности распределений веро-
ятностей, заложенные в генераторах случайных па-
раметров.

В агрегированном виде структура «MSDEM»
(см. рис. 2) может быть представлена двумя под-
системами — «НАСЕЛЕНИЕ» и «ЭКОНОМИКА»,
и вспомогательной подсистемой, условно названной
«ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ», которая моделирует пря-
мые «P ! E» и обратные «P  E» связи между на-
селением и экономикой. Из рис. 2 следует, что под-
системы «MSDEM» включены в замкнутый контур,
и поэтому обозначение прямых и обратных связей
в нем зависит от приоритета, который придается
подсистеме «НАСЕЛЕНИЕ» по отношению к под-
системе «ЭКОНОМИКА».

Пространство локализации демо-экономичес-
кой системы имеет одноуровневую структуру, а имен-
но, это пространство состоит из стран, которые ин-
дексируются целочисленной переменной n, где n =

= 1, . . . ,N. Рассматривается пространство Европей-
ского Союза.

Поскольку рассматриваемая демо-экономиче-
ская система погружена в метасистему, то простран-
ственную организацию последней также необходи-

Scale = 0.8

PS: ./fig-eps/aliev-02.eps

Рис. 2. Агрегированная структура MSDEM
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Рис. 3. Условная карта ЕС

мо сформировать. Здесь принято также одноуровне-
вое описание пространства, которое состоит из не-
ких кластеров (иногда больших, чем страна). Здесь
будет рассматриваться три таких кластера: Россия
(N+1), СНГ (N+2), мусульманский «пояс» (N+3).

Условная карта, изображенная на рис. 3, иллю-
стрирует пространственную структуру на примере
Европейского Союза и метасистемы, состоящей из
стран мусульманского пояса, стран СНГ и, отдель-
но, России.

Рассмотрим структуру «MSDEM» более детально
(рис. 4). Блок «POPULATION» моделирует биологи-
ческое воспроизводство населения (модуль «Repro-
duction (R)») и миграцию (модуль «Migration (M)»).
Процесс воспроизводства складывается из процес-
сов рождаемости (модуль «Fertility (FRT)») и смерт-
ности (модуль «Mortality (MRT)»).И тот, и другойпро-
цессы имеют пространственную структуру. Это озна-
чает, что вводятся группировка населения по стан-
дартам рождаемости (West-South, West-North, East).

Миграционные процессы существенно связаны
со структурой системного пространства. Различают
три класса миграционных потоков, каждый из кото-
рых моделируется в соответствующем модуле. Ми-
грационные потоки между странами n и i моделиру-
ются в модуле «InterCountries (InterC)». И наконец,
миграционные потоки между странами и ареалами
метасистемы моделируются в модуле «InterMC».
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Рис. 4. Структура MSDEM
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Выходом блока «POPULATION» является про-
странственно — временная эволюция распределе-
ния населения по полу и возрасту.

Обратимся теперь к блоку «ECONOMY». Моду-
ли, входящие в этот блок, имеют пространственную
и отраслевую структуры. Это означает, что каждый
элемент любого из модулей привязан к простран-
ственной единице (стране n) и к соответствующей
отрасли k = 1, . . . ,K.

В модуле «Production (P)» моделируются про-
цессы собственного странового производства това-
ров и услуг в условиях рыночной экономики. По-
следние предполагают наличие страновых и меж-
страновых товарных рынков, где происходят меж-
страновые обмены товарами и услугами, и, следо-
вательно, формируются цены. Для моделирования
указанных процессов предназначены модули «Ex-
chages (Ex)», «Prices (Pr)».

Важной компонентой экономической деятель-
ности является рабочая сила, которая необходима
для производства товаров и услуг. Предложение ра-
бочей силы формируется подсистемой «НАСЕЛЕ-
НИЕ» и моделируется блоком «POPULATION». По-
требность и предложение рабочей силы конкуриру-
ют на рынке труда, в результате чего формируется
индекс безработицы.

Выходом блока «ECONOMY» являются индек-
сы душевых ВВП и дохода, уровень безработицы.

Обратимся теперь к блоку «INTERACTION»
(рис. 4). Прямая связь «P ! E» на схеме рис. 2 пред-
назначена для передачи информации о простран-
ственно-временной эволюции поло-возрастного рас-
пределении населения и для формирования про-
странственно-временной эволюции предложения ра-
бочей силы (модуль «Manpower Supply (MS)»).

Обратная связь «P  E» содержит модули, в
которых моделируются зависимости между парамет-
рами процессов рождаемости, смертности и мигра-
ции и экономическими и неэкономическими фак-
торами. Модули «Total Fertility Rate (TFR)» и «Age
Specific Fertility Rate (ASFR)» моделируют стацио-
нарные и динамические зависимости общего ко-
эффициента рождаемости и специфицированного
по возрасту коэффициента рождаемости от указан-
ных факторов.

Влияние этих же факторов на миграционные
потоки моделируется в модуле «Migration Prior Prob-
abilities (MPP)», где воспроизводятся зависимости
априорных вероятностей миграционных решений
для межстрановой и метасистемной миграции.

Зависимость общего коэффициента смертности
и его распределения по возрасту от макропоказате-
лей экономического статуса пространственной еди-

ницы моделируется в модулях «Total Mortality Rate
(TMR)» и «Age Specific Mortality Rate (ASMR)».

Процессы, которые моделируются в подсисте-
мах «MSDEM», протекают с различной скоростью,
и учет этого обстоятельства является принципиаль-
ным при построении модели. На структурной схеме
«MSDEM» (рис. 4) обозначены максимальные вре-
мена релаксации процессов, моделируемых в соот-
ветствующих модулях [19, 20].

Для того, чтобы установить некоторую иерар-
хию между временами релаксации, необходимо учи-
тывать соотношение скоростей процесса и его пара-
метров и соотношения между скоростями различных
процессов.

Будем полагать, что времена релаксации в под-
системе «НАСЕЛЕНИЕ»

τFRT = τMRT = τR, (1)

и
τIRC = τIMC = τM ; (2)

в подсистеме «ЭКОНОМИКА»

τEX = τPR = τE; (3)

и в подсистеме «ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ»

τTFR = τASFR = τTMR = τASMR = τMPP = τRM . (4)

В этих выражениях обозначены времена релак-
сации процессов: воспроизводства τR и миграции
τM , установления параметров воспроизводства и ми-
грации τRM, товарных и ценовых обменов τE .

Иерархия времен релаксации имеет вид:

τRM � τR > τP � τM > τE . (5)

Из этой цепочки неравенств следует, что
«медленным» является процесс формирования па-
раметров основного процесса пространственно-вре-
менной эволюции численности населения, а «быст-
рым» — процесс обмена и ценообразования.

Примем следующие значения времен релакса-
ции [год]:

τRM = 20, τR = 9, τP = 5,

τM = 2, τE = 1.
(6)

Эти значения приняты на основании анализа дан-
ных EuroStat 1.

Важной проблемой для «PMSDEM» с вектором
случайных параметров a является генерация слу-
чайных величин с заданной функцией плотности
распределения P (a). Если компоненты вектора a
предполагаются независимыми, то

P (a) =

mY
k=1

pk(ak), a 2 A, (7)

1 http://epp.eurostat.ec.europa.eu/portal/page/portal/statistics/themes
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где pk(ak) — плотность вероятностей параметра
ak 2 Ik = [a�k , a+

k ], A — область определения функ-
ции P (a), которая представляет собой многомерный
параллелепипед, образованный прямым произведе-
нием интервальных множеств Ik :

A = I1 � I2 � � � � � Im. (8)

В силу независимости параметров для генерации
случайной точки в множестве A (8) необходимо m

независимых генераторов случайных чисел с равно-
мерной плотностью распределения p0(η), где слу-
чайная величина η 2 [0, 1].

Рассмотрим произвольный случайный пара-
метр ak , плотность распределения вероятностей ко-
торого pk(ak). Один из способов генерации значений
этого параметра основан на использовании функции
распределения вероятностей

Wk(ak) =

akZ
a�k pk(x) dx, (9)

которая принимает значения на интервале [0, 1].
Рассмотрим уравнение

Wk(ak) = η, (10)

где η — случайная величина, равномерно распреде-
ленная на интервале [0, 1]. Известно, что случайная
величина ak , являющаяся решением этого уравне-
ния, имеет плотность распределения вероятностей
pk(ak).

Более сложной оказывается задача генерации
случайных точек a, когда параметры a1, . . . , am за-
висимы. Одна из форм зависимости может быть опи-
сана условными плотностями распределения вероят-
ностей, например, в следующем виде: p1(a1), p2(a2ja1),
. . . , pm(amja1, . . . , am�1). Тогда совместная плотность
распределения

p(a) = p1(a1)p2(a2ja1) � � � pm(amja1, . . . , am�1). (11)

Введем условные распределения вероятностей

Wi(aija1, . . . , ai�1) =

aiZ
a�i pi(xja1, . . . , ai�1) dx,

i 2 [1,m]

(12)

и рассмотрим систему уравнений

W1(a1) = η1,
W2(a2ja1) = η2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Wm(amja1, . . . , am�1) = ηm.

(13)

Если η1, . . . , ηm — независимые случайные величи-
ны, равномерно распределенные на интервале [0, 1],
то совокупность случайных параметров a1, . . . , am
имеет совместную плотность p(a) (11).

2. Блок «POPULATION»

2.1. Классификация населения

1. В данной модели население характеризуется сле-
дующими признаками:� пространственной локализацией,� полом,� возрастом,� стандартом рождаемости,� пространственным статусом мигрантов,� мотивацией внешних иммигрантов.

2. Рассматривается население, состоящее из поло-
возрастных групп. Введем индекс s для характери-
стики половых групп: s = M — мужское население,
s = F — женское население; и индекс a для ха-
рактеристики возрастных групп (a = 0, 1, . . . ,A).
В нулевую группу входят новорожденные, в груп-
пу A входят люди возраста A лет и выше. Группы
длиной в один год. Здесь принято A = 85. Сре-
ди возрастных групп женского населения выделяют
подгруппы фертильных возрастов a�f , a+

f , в которые
входят женщины, теоретически способные рожать
детей. Здесь принято af� = 15, af+ = 45.

3. Интенсивность процесса рождаемости определя-
ется желаниеми возможностьюженщиныиметь опре-
деленное количество детей. На протяжении длитель-
ного интервала времени сложились определенные
«стандарты» в сфере деторождения. Из условно мож-
но разделить на две группы. Один из — «западный»
(W ) — 1–2 ребенка, и «восточный» (E) — 4–6 детей.
Эта группировка основывается на весьма осреднен-
ных показателях и применена в данной модели, что-
бы продемонстрировать возможность количествен-
ного учета этого очень важного фактора.

Нужно иметь в виду, что сообщества с запад-
ным и восточным стандартами рождаемости пере-
мешиваются в результате миграции и склонности
к деторождению членов этих сообществ могут ме-
няться. В данной модели предполагается обратное:
новорожденные девочки сохраняют стандарт дето-
рождения матерей.

4. Миграционная компонента играет существенную
роль в динамике населения. Будем различать ми-
грационные потоки между странами ЕС, и потоки
между пространственными кластерами метасистемы
и странами ЕС. Таковых кластеров три — Россия,
СНГ, и мусульманский пояс. Эти потоки в основ-
ном иммиграционные по отношению к ЕС.

5. Миграционные потоки имеют неоднородную
структуру с точки зрения миграционных мотива-
ций. Будем различать две группы мигрантов по виду
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Рис. 5. Классификационный граф

их миграционных мотиваций. К первому отнесем
экономически мотивированных мигрантов, т. е. тех,
которые стремятся попасть в ту страну, где более вы-
сокие экономические показатели. Будем обозначать
членов этой группы NR. Вторую группу образуют
иммигранты, которые иммигрируют с целью «вос-
соединения семей». Членов этой группы будем обо-
значать AS . Предполагается, что у них на первом
месте желание воссоединиться, а на втором эконо-
мическая статус страны.

На рис. 5 показан граф, иллюстрирующий дан-
ную классификацию. Элементы подсистемы «НА-
СЕЛЕНИЕ» участвуют в процессе биологического
воспроизводства населения и миграции, в результа-
те чего состояние демо-экономической системы не-
прерывно меняется во времени. Однако поскольку
наблюдение за этим состоянием происходит только
в дискретные моменты времени, то имеет смысл мо-
делировать его также в дискретные моменты време-
ни с определенным временным интервалом. Учиты-
вая, что возрастные группы — одногодичные, удоб-

но выбрать дискретные моменты времени с интер-
валом в 1 год, т. е. t = 0, 1, 2, . . ..

Состояние демо-экономической системы в мо-
мент времени t характеризуется численностью на-
селения в комплексной группе, в описание которой
входят следующие атрибуты (см. рис. 5): S, G, SR.

Состояние мужской части населения характе-
ризуется вектором

K
M (n, t)=fKM(n,0, t), . . . ,KM (n,A, t)g, n2 [1,N].

(14)

Поскольку женская часть населения состоит из двух
групп с существенно разными стандартами рож-
даемости, то ее состояние будем характеризовать
двумя векторами для «западного» и «восточного»
стандартов:

K
FW (n, t) = fKFW (n, 0, t), . . . ,KFW (n,A, t)g,
K
FE(n, t) = fKFE(n, 0, t), . . . ,KFE(n,A, t)g,

n 2 [1,N].

(15)
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Итак, состояние населения как целого характеризу-
ет N векторов

K(n, t) =

0B� K
M (n, t)

K
FW (n, t)

K
FE(n, t)

1CA, n 2 [1,N]. (16)

Заметим, что компоненты вектора состояния пред-
ставляют собой распределения численностей насе-
ления по пространству демо-экономической систе-
мы, полу и возрасту.

2.2. Биологическое воспроизводство

населения (модуль «R»)

Биологическая компонента изменения состоя-
ния системы обусловлена комбинацией трех процес-
сов: рождаемости, старения и смертности. Процесс
рождаемости осуществляется женской частью насе-
ления, находящейся в интервале фертильных воз-
растов If = [af�, af+]. Он характеризуется распреде-
лением коэффициентов рождаемости по возрастам
из интервала If . Причем эти распределения раз-
личны для «западного» и «восточного» стандартов
рождаемости [5].

Введем вектора

bW (n, t) = f0, . . . , 0, bW (n, af�, t), . . . ,
b
W (n, af+, t), 0, . . . , 0g, n 2 [1,N], (17)

b
E(n, t) = f0, . . . , 0, bE(n, af�, t), . . . ,

bE(n, af+, t), 0, . . . , 0g, n 2 [1,N], (18)

компонентами которых являются коэффициенты
рождаемости.

Заметим, что интервалы фертильности предпо-
лагаются одинаковыми для обоих стандартов рож-
даемости, и коэффициенты рождаемости меняются
во времени, но с наибольшим временем релаксации
τRM (5).

Процесс старения характеризуется так называе-
мой «передвижкой возрастов», в результате которой
все члены всех возрастных групп к концу очеред-
ного одногодичного интервала переходили бы в бо-
лее старшие возрастные группы. Однако переходят
не все, так как имеет место смертность. Она харак-
теризуется распределениями коэффициентов смерт-
ности по возрасту, вообще говоря, разными для муж-
ской и женской частей населения.

Введем вектора

d
M (n, t)= fdM (n, 0, t), . . . , dM (n,A, t)g, n 2 [1,N],

(19)

dF (n, t)= fdF (n, 0, t), . . . , dF (n,A, t)g, n 2 [1,N],

(20)

компонентами которых являются коэффициенты
смертности. Предполагается, что коэффициенты
смертности одинаковые для женщин с «западным»
и «восточным» стандартами рождаемости. Коэффи-
циенты смертности так же зависят от времени с вре-
менем релаксации τRM .

Итак, имеются три агрегированные группы на-
селения: мужское, женское с «западным» стандар-
том рождаемости и женское с «восточным» стан-
дартом рождаемости. Для характеризации процессов
рождения, старения и смертности в каждой из этих
групп и взаимного влияний этих групп определим
матрицы воспроизводства G(n, t), n 2 [1,N] следу-
ющего вида:

G(n, t) =

0BBB�G11(n, t) G
12(n, t) G

13(n, t)

G
21(n, t) G

22(n, t) G
23(n, t)

G
31(n, t) G

32(n, t) G
33(n, t)

1CCCA ,

n 2 [1,N].

(21)

Элементы-матрицы этой блочной матрицы имеют
размер (A+ 1)� (A+ 1) и характеризуют:� старение мужской части населения G

11(n, t),
рождение мальчиков от женщин с «западным»
G

12(n, t) и «восточным» G
13(n, t) стандартами

рождаемости;� G
21(n, t) = G

23(n, t) = 0;� рождение и старение женской части населения
с «западным» стандартом рождаемости G22(n, t);� G

31(n, t) = G
32(n, t) = 0;� рождение и старение женской части населения

с «западным» стандартом рождаемости G33(n, t).

Матрица

G
11(n,t)=

=

0BBBBBBBBB� 0 0 � � � 0

(1�dM (n,0,t)) 0 � � � 0

0 (1�dM (n,1,t))
. . . 0

0 0 (1�dM (n, (A�1),t)) 0

1CCCCCCCCCA .

(22)

Считается, что количество новорожденных маль-
чиков и девочек примерно одинаковое. Матрицы
G

12(n, t),G13(n, t) имеют вид:

G
12(n, t) =

0BBBBBBBBB� 0
1

2
b
W (n, af�, t) � � � 1

2
b
W (n, af+, t) 0

0 � � � � � � � � � 0

0
...

...
... 0

0 � � � � � � � � � 0

1CCCCCCCCCA ; (23)
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G
13(n, t) =

0BBBBBBBBB� 0
1

2
b
E(n, af�, t) � � � 1

2
b
E(n, af+, t) 0

0 � � � � � � � � � 0

0
...

...
... 0

0 � � � � � � � � � 0

1CCCCCCCCCA . (24)

Поскольку предполагается, что девочки, рож-
денные женщинами определенного стандарта рож-
даемости, не меняют свой стандарт в будущем, то
матрица

G
22(n,t)=

=

0BBBBBBBBB� 0
1

2
b
W (n,af�,t) � � � 1

2
b
W (n,af+,t) 0

(1�dF (n,0,t)) 0 � � � � � � 0

0 (1�dF (n,1,t)) � � � � � � 0

0
. . .

. . . (1�dF (n, (A�1),t)) 0

1CCCCCCCCCA .

(25)

Аналогично матрица

G
33(n,t)=

=

0BBBBBBBB� 0
1

2
bE(n,af�,t) � � � 1

2
bE(n,af+,t) 0

(1�dF (n,0,t)) 0 � � � � � � 0

0 (1�dF (n,1,t)) � � � � � � 0

0 0 � � � (1�dF (n, (A�1),t)) 0

1CCCCCCCCA .

(26)
Обозначим

R(n, t) =

0B� R
M (n, t)

R
FW (n, t)

R
FE(n, t)

1CA (27)

— вектор состояния процесса биологического вос-
производства. Используя матрицу воспроизводства
(21) и вектор состояния населения (16), получим:

R(n, t) = G(n, t)K(n, t). (28)

Таким образом, входной информацией модуля «R»
является:� интервал фертильности [af�, af+];� ASFR для стандарта W —

b
W (n, af�, t), . . . , bW (n, af+),

и стандарта E —

b
E(n, af�, t), . . . , bE(n, af+, t);� ASMR для M —

d
M (n, 0, t), . . . , dM (n,A, t),

и для F —

dF (n, 0, t), . . . , dF (n,A, t);

� вектор состояния населения в момент t

K(n, t) =

0B� K
M (n, t)

K
FW (n, t)

K
FE(n, t)

1CA.

Выходом модуля «R» является вектор

R(n, t) =

0B� R
M (n, t)

R
FW (n, t)

R
FE(n, t)

1CA.

2.3. Миграция (модуль «М»)

Согласно классификации, приведенной на рис. 5,
мигранты разделяются по пространственному статусу
и миграционной мотивации. Обычно внутренняя
(межстрановая) миграция («In») принадлежит к моти-
вации типа «NR», т. е. экономически мотивирована,
тогда как внешняя миграция, а точнее иммиграция,
имеет оба мотивационных типа («NR», «AS») [28].

Внутренняя миграция, как правило, экономи-
чески мотивирована, т. е. принадлежит мотиваци-
онному типу «NR» и состоит из групп «M», «FW»,
«FE». Внешняя иммиграция, происходящая из Рос-
сии (N + 1) и СНГ (N + 2), также имеет эконо-
мическую мотивацию, т. е. принадлежит типу «NR»
и состоит из групп «M», «FW». Иммиграция из стран
мусульманского пояса (N+ 3) имеет два потока им-
мигрантов — «NR» и «AS» и состоит из групп «M»,
«FE». Рис. 6 иллюстрирует данную классификацию.
Заметим, что все миграционные потоки специфи-
цированы по возрасту.

Обозначим миграционные потоки x, z, y, v в
соответствующих классах миграции (рис. 6). Внут-
ренняя миграция характеризуется потоками

xM (n, j, a, t), xFW (n, j, a, t), xFE(n, j, a, t),

(n, j) 2 [1,N], a 2 [0,A].

Здесь и далее принято, что первый индекс (n) обо-
значает страну назначения, а второй (j) — страну —
источник потока. Поэтому, например, xM (n, j, a, t)
обозначает иммиграционный поток для страны n

и эмиграционный поток для страны j для возраст-
ной группы a в момент времени t.

Внешние иммиграционные потоки для стран
(N + 1), (N + 2) метасистемы имеют вид:

z
M (n,N + 1, a, t), z

FW (n,N + 1, a, t),

n 2 [1,N], a 2 [0,A];

zM (n,N + 2, a, t), zFW (n,N + 2, a, t),

n 2 [1,N], a 2 [0,A].

Внешние иммиграционные потоки для стран (N + 3)
метасистемы с миграционной мотивацией «NR»
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PS: ./fig-eps/aliev-06.eps

Рис. 6. Классификация мигрантов

имеют вид:

y
M (n,N + 3, a, t), y

FE(n,N + 3, a, t),

n 2 [1,N], a 2 [0,A].

Внешние иммиграционные потоки для стран (N + 3)
метасистемы с миграционной мотивацией «AS»
имеют вид:

v
M (n,N + 3, a, t), v

FE(n,N + 3, a, t),

n 2 [1,N], a 2 [0,A].

Миграционная компонента пространственно-вре-
менной эволюции населения характеризуется саль-
до миграции (разностью между иммиграцией и эми-
грацией). Введем вектора

S
M (n, t) = fsM (n, 0, t), . . . , sM (n,A, t)g,

S
FW (n, t) = fsFW (n, 0, t), . . . , sFW (n,A, t)g,
S
FE(n, t) = fsFE(n, 0, t), . . . , sFE(n,A, t)g,

характеризующие возрастное распределение сальдо
миграции в стране n в момент времени t для групп
«M», «FW», «FE». Учитывая приведенные выше обо-
значения потоков, получим:

sM (n,a,t)=
NX
j=1

�
xM (n,j,a,t)�xM (j,n,a,t)

�
+

+z
M(n,N+1,a,t)+z

M (n,N+2,a,t)+

+y
M(n,N+3,a,t)+v

M (n,N+3,a,t);

sFW (n,a,t)=
NX
j=1

�
xFW (n,j,a,t)�xFW (j,n,a,t)

�
+

+z
FW (n,N+1,a,t)+z

FW (n,N+2,a,t);

s
FE(n,a,t)=

NX
j=1

�
x
FE(n,j,a,t)�xFE(j,n,a,t)�+

+y
FE(n,N+3,a,t)+v

FE(n,N+3,a,t).
(29)
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Введем блочные вектора

S(n, t) =

0B� S
M(n, t)

S
FW (n, t)

S
FE(n, t)

1CA, n 2 [1,N], (30)

которые характеризуют миграционную компоненту
динамики населения.

1. Модель внутренней (межстрановой) миграции. Для
моделирования внутренних, т. е. межстрановых, по-
токов миграции M, FW , FE используются методы,
основанные на гипотезе о стохастической природе
миграции, но с определенными априорными вероят-
ностными характеристиками, специфическими для
указанных классом мигрантов. Иными словами го-
воря, если потенциальный (�)-мигрант из возраст-
ной группы a собирается переместиться из страны i

в страну n, то это событие имеет априорную веро-
ятность φ�(n, i, a, t). Знаку (�) могут быть присво-
ены символы M, FW , FE . Априорная вероятность
может зависеть от времени ожидаемой реализации
миграционного события.

Предполагается также, что поток x
�(n, i, a, t),

по своему объему, существенно меньше потенци-
альных емкостей стран n и i. Поэтому стохасти-
ческая феноменология миграции трансформируется
в принцип максимизации обобщенной информаци-
онной энтропии Больцмана:

HIntraC (t)=

=� X�=M,FW,FE

X
n,i2[1,N]

X
a2A x�(n, i,a, t) ln x�(n, i,a, t)

eφ�(n, i,a, t) .
(31)

Потоки, максимизирующие энтропию HIntraC (t)
(31), должны удовлетворять� балансовым ограничениям по суммарным эми-

грационным потокам:X�=M, FW, FE

X
i2[1,N]

X
a2A x�(n, i, a, t) 6

6
X�=M, FW, FE

X
a2A µ�(n, t)K�(n, a, t),
n 2 [1,N], (32)

и суммарным иммиграционным потокам:X�=M, FW, FE

X
n2[1,N]

X
a2A x�(n, i, a, t) 6

6
X�=M, FW, FE

X
a2A g�in(i, a, t),

i 2 [1,N]. (33)

В последних неравенствах g
�
in(i, a, t) — коли-

чество внутренних �-иммигрантов возраста a,
которое может быть принято в стране i.

� «стоимостное» ограничение (суммарное мигра-
ционное потребление):X�=M,FW,FE

X
(i,n)2[1,N]

c(n, i, t)
X
a2A x�(n, i,a, t)6Tin,

(34)

где Tin — предельные затраты на обеспечение
внутренней (межстрановой) миграции.

Максимизация энтропии (31) на многогранни-
ке (2.3 — 34) приводит к следующему выражению
для миграционных потоков:

x�(n, i, a, t) =

= φ�(n, i, a, t) exp �� λ�n � ν�i � β�c(n, i, t)�, (35)

где множители Лагранжа λ�, ν�, β� определяются не-
отрицательным решением следующей системы урав-
нений:

λnrλnL = 0, n 2 [1,N],

νirνiL = 0, i 2 [1,N],

βrβL = 0, w > 0, u > 0, r > 0.

(36)

В этих выражениях:rλnL=�wn X�=M,FW,FE

X
i2[1,N]

X
a2A uiφ�(n,i,a,t)rc(n,i,t)+

+

X�=M,FW,FE

X
a2A µ�(n,t)K�(n,a,t),rµiL=�ui X�=M,FW,FE

X
n2[1,N]

X
a2Awnφ�(n,i,a,t)rc(n,i,t)+

+

X�=M,FW,FE

X
a2A g�in(i,a,t),

(37)rβL = � X�=M, FW, FE

X
(i,n)2[1,N]

c(n, i, t)��X
a2A wnuirc(n,i,t)φ�(n, i, a, t) +

+ Tin, (n, i) 2 [1,N]. (38)

где wn = exp (�λn), ui = exp (�νi), r = exp (�β).
2. Модели внешней миграции (иммиграции). Рассмат-
риваются иммиграционные потоки

zM (n,N + 1, a, t), zFW (n,N + 1, a, t)

из России,

z
M (n,N + 2, a, t), z

FW (n,N + 2, a, t)

из СНГ (N + 2) и из стран мусульманского пояса
(N + 3). Если для первых двух регионов иммигра-
ция мотивирована экономическими соображениями
и стандарты воспроизводства в основном принад-
лежат западному типу, то иммиграционные потоки
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из стран мусульманского пояса имеют экономиче-
скую мотивацию

y
M (n,N + 3, a, t), y

FE(n,N + 3, a, t)

и мотивированы желанием воссоединения семей

vM (n,N + 3, a, t), vFE(n,N + 3, a, t).

Иммиграционные потоки из стран N+1, N+2,
N+3 с учетом их мотивируемости определяются ре-
шением следующей задачи максимизации энтропии:

HExC(t) = � NX
n=1

X
a2A X�=M ,FW

N+2X
i=N+1

z
�(n, i, a, t)�� ln

z�(n, i, a, t)
eφ�(n, i, a, t) �� NX

n=1

X
a2A X�=M ,FE

y
�(n,N + 3, a, t)�� ln

y�(n,N + 3, a, t)

eφ�(n,N + 3, a, t)
�� NX

n=1

X
a2A X�=M ,FE

v�(n,N + 3, a, t)�� ln
v�(n,N + 3, a, t)

eeφ�(n,N + 3, a, t)
) max,

(39)
при условиях:� иммиграционного баланса:

N+2X
i=N+1

X�=M ,FW

X
a2A z�(n, i, a, t) +

+

X�=M ,FE

X
a2A y�(n,N + 3, a, t) +

+ v
�(n,N + 3, a, t) 6

6
X�=M, FW, FE

X
a2A g�ex(n, a, t), n 2 [1,N]; (40)� «стоимостного» ограничения:

NX
n=1

X
a2A N+2X

i=N+1

X�=M ,FW

c(n, i, a, t)z�(n, i, a, t) +

+

X
a2A X�=M ,FE

c(n,N + 3, a, t)�� �y�(n,N + 3, a, t) + v
�(n,N + 3, a, t)

�
6 Tex.

(41)

В этих равенствах g�ex(i, t) — - количество �-им-
мигрантов, которое может быть принято в стра-
не i; Tex — суммарные затраты на иммиграцию
из стран N + 1,N + 2,N + 3.

Стохастические механизмы выбора миграцион-
ных решений индивидами характеризуется априор-
ными вероятностями

φ�(n,N+1,a, t), φ�(n,N+2,a, t), φ�(n,N+3,a, t)

для экономически мотивированных мигрантов, и
априорными вероятностями eφ�(n,N+3, a, t) для ми-
грантов, мотивированных желанием воссоединения
семей.

Энтропийно-оптимальные потоки мигрантов
определяются решением задачи (39)–(2.3):

z
�(n, i,a, t)=φ

�(n, i,a, t)exp (�λi+βc(n, i,a, t)) ,

i=N+1,N+2;

y�(n,N+3,a, t)=φ�(n,N+3,a, t)��exp(�λi+βc(n,N+3,a, t));

v
�(n,N+3,a, t)= eφ�(n,N+3,a, t)��exp(�λi+βc(n,N+3,a, t)),

n2 [1,N].
(42)

Множители Лагранжа определяются следующими
уравнениями:

λnrλnL=0, n2 [1,N],

βrβL=0, λn>0, n2 [1,N]; β>0,
(43)

гдеrλnL=�wn N+2X
i=N+1

X
a2A X�=M ,FW

φ
�(n, i,a, t)rc(n,i,a,t)��wnX

a2A X�=M ,FE

φ�(n,N+3,a, t)rc(n,N+3,a,t)��wnX
a2A X�=M ,FE

eφ�(n,N+3,a, t)rc(n,N+3,a,t)�
+

X�=M,FW,FE

g�ex(n, t), n2 [1,N]; (44)rβL=� NX
n=1

N+2X
i=N+1

X
a2A X�=M ,FW

φ�(n, i,a, t)��c(n, i,a, t)wnrc(n,i,a,t)�� NX
n=1

X
a2A X�=M ,FE

φ
�(n,N+3,a, t)��c(n,N+3,a, t)wnr

c(n,N+3,a,t)�� NX
n=1

X
a2A X�=M ,FE

eφ�(n,N+3,a, t)��c(n,N+3,a, t)wnr
c(n,N+3,a,t)

+Tex. (45)

В этих уравнениях wn = exp (�λn), r = exp (�β).
Таким образом, входной информацией для модуля

«M» является:
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Математические проблемы динамики неоднородных систем А. С. Алиев, А. Ю. Попков, Ю. С. Попков� матрица функций априорных вероятностей для
межстрановой экономически мотивированной
миграции

Φ�(t) =
�
φ�(n, i, a, t)j(n, i) 2 [1,N], a 2 A�,

где � = M, FW, FE;� функции априорных вероятностей для внешней
экономически мотивированной иммиграции

φ�(n,N + 1, a, t), φ�(n,N + 2, a, t),� = M, FW , n 2 [1,N],

φ
�(n,N + 3, a, t), � = M, FE, n 2 [1,N];� функции априорных вероятностей для внешней

неэкономически мотивированной иммиграцииeφ�(n,N + 3, a, t), � = M, FE, n 2 [1,N];� коэффициентымобильности µ(1, t), . . . , µ(N, t);� допустимое количество иммигрантов из стран
демо-экономической системы

g�in(1, t), . . . , g�in(N, t), � = M, FW, FE;

из стран метасистемы

g�ex(1, t), . . . , g�ex(N, t), � = M, FW, FE;� финансовое обеспечение внутренней миграции
Tin и внешней иммиграции Tex ;� матрица удельных затрат

1. для внутренней миграции

Cin(t)=
�
c(n, i,a, t)j(n, i)2 [1,N], a2A�;

2. для внешней иммиграции

Cex(t) =
�
c(n, i, a, t)jn 2 [1,N];

i = N + 1, N + 2, N + 3; a 2 A�;� вектор состояния населения

K(n, t) =

0B� K
M (n, t)

K
FW (n, t)

K
FE(n, t)

1CA.

Выходом модуля «M» является вектор сальдо миграции

S(n, t) =

0B� S
M (n, t)

S
FW (n, t)

S
FE(n, t)

1CA, n 2 [1,N].

2.4. Динамика населения (модуль «DP»)

Уравнение динамики населения приобретает
следующий вид:

K(n, t+ 1) = R(n, t) + S(n, t), n 2 [1,N], (46)

где вектор K(n, t) определен в (16), S(n, t) в (30)
и матрица G(n, t) в (21).

Время релаксации процесса изменения числен-
ности населения принято за базовое. Скорости ре-
лаксации других процессов будут соотноситься с
временем релаксации процесса (46), и в соответ-
ствии с неравенством (5).

2.5. Выход блока «POPULATION»

Выходными переменными данного блока явля-
ются:� поло-возрастное межстрановое распределение

населения

K
M (n, t), KFW (n, t), KFE(n, t);� поло-возрастное межстрановое распределение

трудоспособного населения

K
M
w (n, t), KFWw (n, t), KFE

w (n, t);� поло-возрастное межстрановое распределение
сальдо миграции

S
M(n, t), SFW (n, t), SFE(n, t).
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