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Аннотация. В работе изучены начальные стадии перехода к турбулентности в двумерной

задаче о течении в каверне с движущейся крышкой. Обнаружена бифуркация

Андронова—Хопфа рождения цикла, что совпадает с первой стадией сценария Ландау—Хопфа

и не противоречит обобщенному ФШМ-сценарию перехода к хаосу ( [14]). В качестве самого

значительного результата работы можно указать нахождение сравнительно простого чисто

проекционного метода решения несжимаемых уравнений Навье—Стокса (НС), который

позволяет с хорошей точностью аппроксимировать нестационарные аттракторы системы

(не всякий метод обладает указанным свойством, см., например, [9]). В то же время такой

метод может быть (в отличие от таких методов как SIMPLE и PISO, см. [5]) прозрачно

распространен на уравнения несжимаемой магнитной гидродинамики ( [4]). Данную работу

можно рассматривать как промежуточный шаг на пути к построению метода, способного

аппроксимировать нестационарные аттракторы в уравнениях несжимаемой МГД. Расчеты

частично проводились на вычислительном комплексе IBM Blue Gene/P факультета ВМК МГУ.
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Введение

В работах [9] и [10] были представлены чис-
ленные результаты, подтвердившие, что начальные
стадии перехода от ламинарного режима течения
к турбулентному при изменении безразмерных па-
раметров задач гидродинамики (числа Рейнольдса,
Прандля, Релея) — это возникновение нестационар-
ных аттракторов (циклов и торов различных размер-
ностей) в результате различных бифуркаций (Андро-
нова—Хопфа, удвоения периода, седло-узловой).
В данных работах были рассмотрены трехмерное те-
чение с уступа и конвекция Релея—Бенара. В пер-
вой из указанных задач были обнаружены три би-
фуркации Андронова—Хопфа, в результате которых
последовательно в фазовом пространстве образова-
лись цикл, двумерный тор и трехмерный тор. Во вто-
рой задаче после второй бифуркации Андронова—
Хопфа и образования двумерного тора произошла
бифуркация удвоения периода тора. В целом дан-
ные результаты укладываются в обобщенный сцена-
рий перехода к динамическому хаосу, изложенный
в [14]. В частности, в задаче с уступом обнаруженные
бифуркации могут быть началом реализации сцена-
рия Ландау—Хопфа ( [7, 11]).

Целью данной работы является изучение на-
чальных стадий перехода к турбулентности в дву-
мерной задаче о течении в каверне с движущейся
крышкой (см. разд. 1).

1. Постановка задачи

Рассматривается течение вязкой несжимаемой
нетеплопроводной жидкости, описываемой уравне-
ниями Навье—Стокса (см., например, [2, 6, 9] —
в безразмерной форме, а также [13]):
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где по индексу j подразумевается суммирование от 1
до 2. Здесь V = (v1, v2) — вектор скорости течения
жидкости, а p — давление. Геометрия рассматри-
ваемой задачи — двумерная квадратная (размером
1�1) область (см. рис. 1). С трех сторон область счи-
тается ограниченной твердыми стенками с условием
непроскальзывания (noslip), которое обычно выби-
рается для вязкой жидкости. С четвертой стороны
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Рис. 1. Геометрия задачи и краевые условия

область примыкает к потоку единичной скорости.
Таким образом, на всех границах скорость задается
условием Дирихле. На давление ставится однород-
ное условие Неймана. Более подробно о постановке
задачи см. [6].

В качестве бифуркационного параметра рассма-
тривается безразмерный комплекс Re (число Рей-
нольдса).

2. Схема численного решения

Численный метод для решения системы урав-
нений НС практически целиком взят из работ [2]
и [3]. Задача решалась на равномерной регулярной
не «шахматной» сетке. Последнее свойство подра-
зумевает, что величины и скоростей, и давления
рассматриваются в центрах контрольных объемов,
в отличие от «шахматной» сетки, где значения для
давления берутся в центрах ячеек, а для скоростей—
на гранях. «Шахматная» сетка (staggered grid) при-
меняется для борьбы с «шахматностью» в давлении (
[3] и ссылки), однако на данный момент нами не об-
наружено способа увеличения порядка аппроксима-
ции в данном подходе. Поскольку исследования не-
стационарных аттракторов как правило (в особенно-
сти в случае трехмерных задач, см. [9]) требуют мето-
дов повышенного порядка, нами был выбран метод
с не «шахматной» сеткой, как потенциально более
гибкий и пригодный для построения на его основе
метода высокого порядка. Тем не менее, в данной
работе этот метод брался в том виде, в котором он
дан в [2], т. е. со вторым порядком точности по про-
странству и фактически первым порядком точности

по времени. Дело в том, что в случае не «шахмат-
ной» сетки для борьбы с «шахматностью» в давлении
в дискретное уравнение неразрывности добавляется
дополнительный член, который обеспечивает луч-
шую «меру эллиптичности» получаемого дискретно-
го уравнения Пуассона (см. [1] и [8]). Этот допол-
нительный член имеет порядок ∆t∆x2 , где ∆t —
шаг по времени, ∆x — шаг по пространству. В [8]
данная методика интерпретируется как особенный
способ интерполяции значения скорости на грани
ячеек перед ее подстановкой в уравнение нераз-
рывности. Поскольку теория «меры эллиптичности»
и способов ее увеличения подробно изложена в [1],
мы предположили, что потенциально имеется воз-
можность построения метода коррекции давления
на не «шахматной» сетке с более высоким порядком
точности. Это определило наше предпочтение мето-
ду на не «шахматной» сетке с точки зрения возмож-
ности его распространения на уравнения несжима-
емой МГД и увеличения порядка аппроксимации.

В целом, схема выглядит следующим образом:
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В [2] схема (2) используется итерационно. На
первой итерации pn+1 полагается равным pn , после
нахождения pc текущее значение p

n+1 изменяется
на величину pc . Затем проверяется значение дис-
кретной L2-нормы оператора DV (который назы-
вается модифицированным дивергентом). Если это
значение меньше некоторой пороговой величины ǫ
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Рис. 2. Решение задачи о переносе: u0 — точное

решение, u1 — численный результат

текущий шаг по времени завершается. В противном
случае итерация повторяется с последними найден-
ными значениями p

n+1 . В работе [3] было пред-
ложено использовать в качестве начального при-
ближения для pn+1 величину 2pn � pn�1 (т. е. ли-
нейную интерполяцию с предыдущих двух шагов),
что увеличивает порядок аппроксимации по време-
ни на этапе проекции со второго до третьего. Этот
прием был нами использован, хотя суммарный по-
рядок аппроксимации в данной схеме остается пер-
вым из-за наличия дополнительных членов в урав-
нении неразрывности.

В данной схеме для изменения конвекции по
времени используется двушаговый метод Адамса—
Башфорта, для диффузии — метод Кранка—Ниль-
сона. Для пространственной аппроксимации кон-
вективной части использовалась противопоточная
схема с WENO5-реконструкцией (см. например, [4]),
а для пространственной аппроксимации диффузи-
онной части — крестообразный шаблон с четвертым
порядком точности (5 точек в каждом направлении).

3. Верификация метода

Важным этапом численного исследования яв-
ляется верификация метода на известных задачах.
В качестве таковых нами были использованы: зада-
ча переноса профиля с различными типами разры-
вов для тестирования решения конвективной части,
задача на двумерное ламинарное течение между пла-
стинами (течение Пуазейля, [12]) для тестирования
решения уравнений НС, а также ламинарные режи-
мы в задаче о каверне с движущейся крышкой ( [6]).

На рис. 2 изображено решение задачи о пере-
носе профиля вправо на сетке с 500 точками с ис-
пользованием WENO-5 реконструкции. Задача име-
ет периодические граничные условия и время счета
(количество шагов по времени) таково, что точное
решение за это время переносится на один размер
области и совпадает с начальными условиями. По-
этому на рис. 2 можно наблюдать отличие между
точным решением (которое совпадает с начальными
данными) и численным решением. Число Куранта
в расчете равно 0,5 (т. е. за два шага происходит
перенос на одну ячейку). Интегрирование по вре-
мени — метод Эйлера.

Scale = 0.7610

PS: ./fig-eps/ryabkov-04.eps

Рис. 4. Течение Пуазейля — профиль скоростей

(расчетный и теоретический)

Scale = 0.9
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Рис. 3. Течение Пуазейля — поле скоростей
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Рис. 5. Течение в каверне при Re=100 — поле скоростей
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Рис. 6. Течение в каверне при Re=3200 — поле скоростей

На рис. 3 и 4 изображено решение задачи о пло-
скопараллельном течении между пластинами (тече-
ние Пуазейля) при значении числа Рейнольдса (Re)
равном 100. На рис. 3 показано векторное поле ско-
ростей (расчетное), а на рис. 4 — сравнение рас-
четного и теоретического профилей скоростей (рас-
четный профиль взят у левого конца канала, если
ориентироваться на рис. 3).

На рис. 5-8 показаны течения в двумерной ка-
верне с движущейся крышкой при различных Re.
Основной качественной характеристикой здесь яв-
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Рис. 7. Течение в каверне при Re=7500 — поле скоростей
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Рис. 8. Течение в каверне при Re=8500 — поле скоростей

ляется количество зон рециркуляции. При Re=100
имеются две зоны рециркуляции в нижних углах
каверны. При Re=3200 к ним добавляется еще од-
на в левом верхнем углу. При Re=7500 — еще одна
в правом нижнем углу. Результат качественно совпа-
дает с данными в [6], что подтверждает работоспо-
собность выбранного метода. Количественное срав-
нение в данной задаче не проводилось.

Обратим внимание на тот факт, что на рисун-
ках 3 и 5-8 помимо внутренних точек области изоб-
ражены еще и так называемые ghost cells, использу-
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Рис. 9. Проекция фазового пространства системы

при Re=8500
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Рис. 10. Проекция фазового пространства системы

при Re=9000

емые для аппроксимации граничных условий (век-
торы скорости по краям рисунков).

4. Обнаруженные бифуркации

В рамках данной работы мы обнаружили лишь
первую бифуркацию Андронова—Хопфа рождения
цикла из устойчивого положения. При значении
Re=8500 стационарное течение остается устойчи-
вым. На рис. 9 показан процесс сходимости к этому
течению в проекции фазового пространства на трех-
мерное подпространство. Между значениями Re=

=8500 иRe=9000 стационарное течение теряет устой-
чивость с образованием устойчивого периодическо-
го режима — цикла (рис. 10). Согласно дальнейшим
расчетам цикл остается аттрактором системы вплоть
до значения Re=14 000. Дальнейший бифуркацион-
ный сценарий на данный момент остается невы-
ясненным. В качестве подпространства для проек-
ции использовались 3 координаты: v2-компонента
скорости в точке p1 , v1 и v2-компоненты скорости
в точке p2 , где p1 имеет координаты (0,5; 0,5) (т. е.
точка в середине расчетной области), а p2 — (0,25;
0,25).

Обратим внимание на тот факт, что для по-
лучения с приемлемой точностью установившегося
режима при значении Re=7500 оказалось недоста-
точно той сетки, которая использовалась при зна-
чении Re=3200 (128�128 ячеек). Сетка была увели-
чена до размера 256�256 ячеек. Аналогичная си-
туация возникла при значении Re=14 000, когда
при использовании сетки размером 256�256 ячеек
не удавалось получить периодическое (или любое
другое) установившееся решение. Внешне это про-
являлось следующим образом: сначала траектория
двигалась так, как это происходит в процессе схо-
димости к циклу, а затем срывалась, уходила на не-
которое расстояние и процесс сходимости начинал-
ся заново. В физическом пространстве задачи при
этом никаких артефактов не наблюдалось. Дальней-
ший расчет был продолжен на сетке 384�384 ячей-
ки. Данное обстоятельство подчеркивает важность
дальнейшего поиска методов повышенного поряд-
ка точности, что в особенности будет актуально для
трехмерных задач.

Заключение

Для верификации способностипостроенного чис-
ленного метода находить нестационарные аттракто-
ры необходимо обнаружить хотя бы еще одну би-
фуркацию в рассмотренной задаче (это также важно
с точки выяснения собственно сценария перехода
к турбулентности в данной задаче, поскольку неяс-
но, что будет происходить при увеличении Re: рож-
дение аттракторов все большей размерности соглас-
но сценарию Ландау—Хопфа или каскады бифур-
каций циклов согласно базовому сценарию ФШМ).
В то же время дальнейшая исследовательская дея-
тельность будет в основном направлена на перенос
метода на уравнения несжимаемой МГД и на поиск
методов данного типа повышенного порядка точ-
ности. Следует также установить, какую роль игра-
ет дополнительный член в аппроксимации дивер-
генции в методе, предложенном в [2], поскольку
в этой же работе предлагается неитерационный ме-
тод без этого регуляризирующего члена.
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