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Введение

Будем считать, что после критического отказа
техногенно-опасной системы проводимые ремонт-
но-восстановительные работы небезопасны.

На рис. 1 приведен примерный график изме-
нения µ(t) — интенсивности восстановления ра-
ботоспособности такой системы как функции вре-
мени t. Видно, что на начальном участке времени
восстановления (0, t0) принимаемые значения ин-
тенсивности восстановления меньше, чем на более
позднем периоде.

Будем считать, что исследуемая система такова,
что все ремонтно-восстановительные работы, про-
водимые при низких уровнях интенсивности вос-
становления, более опасны, чем при высоких. Сле-
довательно, участок времени (0, t0) после критиче-
ского отказа системы более опасен при проведении
ремонтно-восстановительных работ, чем все после-
дующие участки времени такой же продолжитель-
ности.

Для нахождениянаиболее опасного участка (0, t0)
определим «приемлемый» уровень интенсивности
восстановления µ0 = µ(t0), ниже которого ремонт-
но-восстановительные работы после критического
отказа системы опасны. Очевидно, что этот уровень
будет зависеть от многих факторов, и, в первую оче-
редь, от структурных особенностей исследуемой си-
стемы. Тогда возникают следующие вопросы:� Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проект №10–08–00607-а).

1) как рассчитать интенсивность восстановления
µ(t) как функцию времени;

2) каким образом определять приемлемый уровень
µ0 и соответствующую ему длительность наибо-
лее опасного участка времени восстановления
работоспособности системы после отказа;

3) каковы принимаемые значения показателей вос-
становления системы на опасном участке вре-
мени восстановления.
В настоящей работе на примере самой распро-

страненной подсистемы в составе техногенно-опас-
ной системы, которая состоит из двух последова-
тельно соединенных узлов, решаются эти вопросы.

1. Предельные и стационарные

значения показателей восстановления

Рассмотрим подсистему, состоящую из двух по-
следовательно соединенных между собой узлов, вос-
становительные процессы которых не зависят друг
от друга. Пусть интенсивности восстановления по-
стоянны и равны µ1 для первого узла и µ2 для вто-
рого узла и пусть для определенности

µ1 < µ2. (1)

Докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Интенсивность восстановления подси-
стемы µ(t) как функция времени t монотонно воз-

растает при t 6 r
(1)
γ , где

r
(1)
γ =

� ln (1� γ)
µ1

(2)
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Рис. 1. Примерный график функции

интенсивности восстановления

— гамма-процентное (γ � 100%) время восстановления
первого узла, здесь уровень «гамма» равен

γ =
µ1

µ2
. (3)

При этом справедливы следующие соотношения:

µ(0) = 0; µ
�
r
(1)
γ

�
= µ1; (4)

lim
t!1 µ(t) = µ1 (5)

и оценка
µ(t) > µ1 (6)

при t > r
(1)
γ .

Доказательство. Для вероятности невосстановления
подсистемы в течение времени t согласно теореме
сложения вероятностей двух независимых событий
имеем

Q(t)=exp(�µ1t)+exp(�µ2t)�exp(�(µ1+µ2)t), (7)

где первое слагаемое равно вероятности невосста-
новления первого узла, а второе слагаемое — вто-
рого узла в течение того же времени t.

Поскольку интенсивность восстановления рас-
считывается по формуле [1]

µ(t) = �Q0(t)
Q(t)

, (8)

то, с учетом выражения (7), найдем

µ(t) = µ1 +
σ(t) exp (�µ2t)

Q(t)
, (9)

где
σ(t) = µ2(1� exp (�µ1t))� µ1. (10)

Используя формулу (3) в (2), а затем полученное
в (10), найдем σ

�
r(1)γ
�

= 0. Учитывая это в соотно-

шении (9), получим µ
�
r
(1)
γ

�
= µ1, что доказывает

второе соотношение (4).
Так как, согласно (10), имеем σ(0) = �µ1 , то

из формулы (9) получим µ(0) = 0, что доказывает
первое соотношение (4) теоремы.

Докажем оценку (6). Пусть t > r(1)γ , тогда

exp (�µ1t) < exp (�µ1r
(1)
γ ).

Правая часть согласно определению показателя r(1)γ
с учетом выражения (3) равна

exp (�µ1r
(1)
γ ) = 1� µ1

µ2
.

Следовательно, при t > r(1)γ имеем

1� exp (�µ1t) >
µ1

µ2
.

Учитывая это в соотношении (10), находим при t >

r
(1)
γ следующую оценку: σ(t) > 0, которая, будучи
использована в формуле (9), доказывает искомую
оценку (6).

Точно также доказывается следующая оценка
при t 6 r(1)γ :

σ(t) 6 0. (11)

Далее, используя (7), по формуле (8) находим

µ(t)=
µ1 exp(�µ1t)+µ2 exp(�µ2t)

exp(�µ1t)+exp(�µ2t)�exp(�(µ1+µ2)t)
�� (µ1+µ2)exp(�(µ1+µ2)t)

exp(�µ1t)+exp(�µ2t)�exp(�(µ1+µ2)t)
.

Отсюда, умножив числитель и знаменатель дроби
на exp (µ1t) и перейдя к пределу при t!1 с учетом
(1), получим предельное соотношение (5).

Наконец, используя (9), легко установить сле-
дующее соотношение:

µ
0(t) = N(t)/M(t),

где

N(t) = (exp (�µ2t)�� exp (�2µ2t))(µ1µ2 + (µ1 � µ2)σ(t) exp (µ1t)) +

+ µ2(µ1 � σ(t)) exp (�(2µ2 � µ1)t),

M(t) = (1 + exp (�(µ2 � µ1)t)� exp (�µ2t))
2
> 0.

Отсюда с учетом условия (1) и оценки (11) получим
µ
0(t) > 0 при t 6 r

(1)
γ , что и доказывает монотон-

ность интенсивности восстановления как функции
времени t и тем самым все утверждения теоремы. �

Примерный график функции интенсивности вос-
становления подсистемы, иллюстрирующий условия
и утверждения теоремы 1, приведен на рис. 2. Видно,
что интенсивность восстановления подсистемы µ(t)
принимает значение µ1 , которое равно интенсив-
ности восстановления первого узла. Следовательно,
это значение (как заложенная конструктором ве-
личина интенсивности восстановления для перво-
го узла) полагаем в качестве приемлемого уровня
µ0 интенсивности восстановления подсистемы, т. е.
µ0 = µ1 . Тогда согласно теореме 1, соответствую-
щая этому уровню длительность опасного участка
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Рис. 2. График функции интенсивности восстановления

рассматриваемой подсистемы

ремонтно-восстановительных работ после критиче-
ского отказа подсистемы равна t0 = r

(1)
γ .

Кроме того, из формулы (5) следует, что при
больших значениях времени t интенсивность вос-
становления подсистемы стационарна, так как

µ(t) � µ1,

где правая часть не зависит от времени t.
В частности, при µ1 = µ2 = µ из формулы (9)

получим следующее выражение для интенсивности
восстановления подсистемы:

µ1(t) =
2µ(1� exp (�µt))
2� exp (�µt) .

Так как r(1)γ =1 и

µ1(t) = µ� µ exp (�µt)
2� exp (�µt) < µ,

то, согласно теореме 1, имеем следующее утверждение.
Следствие. Пусть интенсивности восстановле-

ния обоих узлов подсистемы равны друг другу и рав-
ны µ. Тогда интенсивность восстановления подси-
стемы с двумя последовательно соединенными узла-
ми µ1(t) как функция времени t монотонно растет
на всей временной оси (0,1). При этом справед-
ливы следующие соотношения:

µ1(0) = 0; µ1(t) < µ; lim
t!1 µ(t) = µ1.

В рассматриваемом случае в качестве приемлемого
уровня µ0 можно взять некоторое значение µ(1)

1 , где

µ
(1)
1 < µ. Выбор такого значения показывает, что на-

ми в неявной форме образована подсистемы с дву-
мя параллельно соединенными узлами, интенсивно-
сти восстановления которых равны: µ(1)

1 для первого
(мнимого) узла; µ — для второго узла. Следова-
тельно, согласно теореме 1, длительность опасного
участка восстановительных работ такой подсистемы
должна рассчитываться по формуле (2), а уровень

доверия по формуле (3), где µ1 = µ
(1)
1 , µ2 = µ.

Поскольку из выражения (2) с учетом (3) сле-
дует, что

r
(1)
γ = r

(1)
γ (µ1) =

� ln
�
1� µ1

µ2

�
µ1

, (12)

то возникает вопрос: какповедет себяфункция r(1)γ (µ1),
определенная формулой (12) как переменная аргу-
мента µ1 при наиболее опасном случае, т. е. при
µ1 ! +0.

Ответ на этот вопрос дает следующее утвержде-
ние.

Теорема 2. Функция r(1)γ (µ1) как переменная µ1 мо-
нотонно растет на интервале (0, µ2). При этом спра-
ведливо следующее соотношение:

lim
µ1!+0

r(1)γ (µ1) = ν2, (13)

где ν2 = 1/µ2 — среднее время восстановления второго
узла подсистемы, а также оценка

r
(1)
γ (µ1) > ν2, (14)

здесь значение γ определено соотношением (3).

Доказательство. Для доказательства (13) заметим,
что при µ1 ! +0 выражение (12) есть неопреде-
ленность вида 0/0. Раскрывая эту неопределенность
по правилу Лопиталя, найдем

lim
µ1!+0

r
(1)
γ (µ1) = lim

µ1!+0

1
µ2

1� µ1

µ2

.

Отсюда получим искомое соотношение (13).
Для установления оценки (14) предположим про-

тивное. Тогда существует, по крайней мере, хотя бы
одно значение µ

(0)
1 , для которого имеет место сле-

дующая оценка:� ln
�
1� µ

(0)
1
µ2

�
µ
(0)
1

6 ν2.

Далее, учитывая, что ν2 = 1/µ2 , получим� ln

�
1� µ

(0)
1

µ2

�
6
µ
(0)
1

µ2
,

чего не может быть. Это противоречие и доказывает
оценку (14).

Наконец, легко убедиться в том, что
∂r

(1)
γ (µ1)

∂µ1
>0,

откуда следует монотонность функции (12) на интер-
вале (0, µ2), что доказывает полностью теорему. �

Из монотонности функции (12) следует, что

при любых значениях µ
(1)
1 , µ

(1)
1 2 (0, µ2) таких, что

µ
(1)
1 <µ

(2)
1 справедливо соотношение

r(1)γ1
�
µ
(1)
1

�
< r(1)γ2 (µ

(2)
1 ),
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Рис. 3. График функции для расчета длительности

опасных ремонтно-восстановительных работ подсистемы

техническая интерпретация которого заключается
в том, что первая длительность опасных восстанов-
лений подсистемы, равная r(1)γ1

�
µ
(1)
1

�
, имеет уровень

доверия

γ1 =
µ
(1)
1

µ2
,

а вторая, равная r
(1)
γ2 (µ

(2)
1 ), имеет другой, — более

высокий уровень

γ2 =
µ
(2)
1

µ2
> γ1.

Заметим, что формула (13) показывает, что оцен-
ка (14) предельно достижима при µ1 ! +0.

Рис. 3 иллюстрирует утверждения теоремы 2.
Условие µ � µ0 определяет наиболее опас-

ную область ремонтно-восстановительных работ, где
очевидно, что вероятность восстановления работо-
способности подсистемы мала. В связи с этим воз-
никает вопрос: какова степень малости этой веро-
ятности при µ ! 0. Ответ на этот вопрос дает сле-
дующее утверждение.

Теорема 3. Пусть F(r(1)γ (µ1))� вероятность вос-
становления работоспособности рассматриваемой под-

системы в течение времени r(1)γ (µ1). Тогда справедлива
следующая формула:

lim
µ1!+0

F(r(1)γ (µ1))

µ1
= ν2(1� e�1),

где ν2 — среднее время восстановления второго узла
подсистемы.

Доказательство. Поскольку

F(t) = (1� e�µ1t)(1� e�µ2t),

то, согласно (12), имеем

F(r(1)γ (µ1)) =
µ1

µ2

�
1� exp (�µ2r

(1)
γ (µ1))

�
.

Отсюда с учетом соотношения (13) найдем

lim
µ1!+0

F(r(1)γ (µ1))

µ1
=

1

µ2
(1� e�µ2ν2).

Так как µ2ν2 = 1, то из последнего получим искомое
соотношение, что доказывает теорему. �

Из теоремы 3 следует, что кривая функции y =

= F(r(1)γ (µ1)) имеет наклонную асимптоту y = kµ1 ,
при µ1 ! +0, угловой коэффициент которой равен
k = ν2(1� e�1). Следовательно, при µ1 ! +0 имеем

F(r(1)γ (µ1)) � ν2(1� e�1)µ1.

2. Стационарные значения показателей

остаточного времени восстановления

Пусть

Q(τ) = Pr(η > τ)

— вероятность того, что ремонтируемая система
в течение времени τ не была восстановлена, где
η — время восстановления, Pr(�) — вероятность со-
бытия, заключенного внутри скобок.

Обозначим через ργ(τ) гамма-процентное оста-
точное время восстановления системы после време-
ни τ (γ � 100%), определяемое из уравнения

1� Q(τ + t)

Q(τ)
= γ (15)

как решение относительно t(t = ργ(τ)) при задан-
ном значении γ , где γ 2 (0, 1), [2].

В частности, при τ = 0 получаем определение
выше рассмотренного показателя rγ , т. е. ργ(0) = rγ.
В этом случае показатель rγ является корнем урав-
нения 1�Q(t) = γ, которое следует из соотношения
(15), так как Q(0) = 1.

Из выражения (15) легко заметить, что показа-
тель ργ(τ)-это продолжительность ремонта системы
после времени τ , в течение которого восстановление
системы будет осуществлено с заданной вероятно-
стью, равнойγ .

Для систем с длительными сроками эксплуата-
ции важное значение имеет оценка показателя ργ(τ)
при больших значениях τ . Поэтому докажем следу-
ющее утверждение.

Теорема 4. Для рассматриваемой подсистемы спра-
ведлива следующая формула:

lim
τ!1 ργ(τ) = r

(1)
γ , (16)

где r
(1)
γ — гамма-процентное время восстановления

первого узла подсистемы.
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Доказательство. Поскольку ( [3])

ργ(τ) =

γZ
0

dx

(1� x)µ(τ + ρx(τ))
, (17)

то используя формулу (5), перейдем к пределу при
τ !1 в соотношении (17).

Тогда имеем

lim
τ!1 ργ(τ) =

1

µ1

γZ
0

dx

(1� x) .
Вычисляя интеграл, получим

lim
τ!1 ργ(τ) =

� ln (1� γ)
µ1

.

Так как правая часть, согласно (2), равна r(1)γ , то
справедливость формулы (16) доказана. �

Из формулы (16) следует, что при больших зна-
чениях τ гамма-процентное остаточное время вос-
становления после времени τ для рассматриваемой
подсистемы стационарно, поскольку при τ > τ0
имеем

ργ(τ) � r(1)γ ,

где правая часть не зависит от времени τ .
Заметим, что в работе [4] установлено следую-

щее соотношение:

lim
γ!+0

ργ(τ)� ln (1� γ) =
1

µ(τ)
,

из которого находим следующее выражение в обла-
сти наиболее опасных восстановлении подсистемы
при µ1 ! +0 :

ρµ1/µ2(τ)

µ1
=

ρ2

µ(τ)
+ ϑ(µ1).

Определим еще один показатель восстановления ра-
ботоспособности системы.

Пусть на момент времени τ восстановление си-
стемы еще не завершено. Тогда время восстановле-
ния системы, равное η будет больше τ , т. е. η > τ .
Рассмотрим время восстановления системы после
времени τ , которое будет равно

ητ = (η� τ)j η > τ .

R(τ)� математическое ожидание величины ητ назы-
вают средним остаточным временем восстановления
системы после времени τ , т. е.

R(τ) = M(ητ),

где M(�) — математическое ожидание величины,
стоящей внутри скобок [5].

При длительной эксплуатации рассматривае-
мой подсистемы возникает вопрос о принимаемых

значениях показателя R(τ) при больших значени-
ях времени τ . В связи с этим докажем следующее
утверждение.

Теорема 5. Для рассматриваемой подсистемы спра-
ведлива следующая формула:

lim
τ!1R(τ) = ν1, (18)

где ν1 = 1/µ1 — среднее время восстановления перво-
го узла.

Доказательство. Воспользуемся следующей форму-
лой ([6])

R(τ) =
1

Q(τ)

1Z
τ

Q(t) dt,

из которой видно, что при τ !1 имеем неопреде-
ленность вида 0/0. Раскрывая эту неопределенность
по правилам Лопиталя, получим

lim
τ!1 R(τ) = lim

τ!1 �Q(τ)Q0(τ) .

Далее, используя формулу (8), имеем

lim
τ!1 R(τ) =

1

lim
τ!1 µ(τ) .

Отсюда, согласно (5), получим искомую формулу
(18). �

Из формулы (18) следует, что при больших зна-
чениях τ среднее остаточное время восстановления
исследуемой подсистемы стационарно, поскольку
при τ > τ0

R(τ) � ν1,

где правая часть не зависит от времени τ .
В заключение заметим, что аналогичным обра-

зом находятся стационарные значения для подси-
стем, состоящих из последовательно соединенных
узлов, число которых более двух.

Заключение

После критического отказа техногенно-опас-
ной системы начинаются небезопасные ремонтно-
восстановительные работы ее подсистем. Особую
опасность представляют работы, проводимые после
длительной эксплуатации, а также работы, прово-
димые с низким уровнем интенсивности восстанов-
ления работоспособности подсистем. Поэтому для
самой распространенной подсистемы, узлы кото-
рой соединены последовательно, найдены расчет-
ные формулы для определения продолжительности
опасных восстановительных работ в зависимости
от показателей надежности узлов. При этом уста-
новлено, что найденные значения для показателей
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восстановления работоспособности подсистем име-
ют устойчивый и стационарный характер как при
низких уровнях интенсивности восстановления, так
и при восстановительных работах, проводимых по-
сле длительной эксплуатации.
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