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Аннотация. В диссипативных нелинейных дифференциальных уравнениях в частных

производных параболического типа численно исследована особенность механизма рождения

двумерных инвариантных торов и последующих бифуркаций удвоения периода этих торов

по первичному предельному циклу. Установлено существование бифуркации типа вилки

рождения двух устойчивых циклов при потере устойчивости пространственно однородного

периодического решения, которая определяет последующую бифуркацию рождения двумерных

инвариантных торов и каскад удвоения этих торов по первичному циклу.
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Введение

В работах [1–3] было установлено наличие струк-
туры решений в нелинейных диссипативных си-
стемах дифференциальных уравнений. В отличие
от структуры решений линейных дифференциаль-
ных уравнений, где имеет место принцип супер-
позиции, в нелинейных уравнениях такой прин-
цип невозможен, и структура представлена беско-
нечным дискретным множеством устойчивых и не-
устойчивых решений, которые образуются в каскаде
бифуркаций удвоения периода предельного цикла,
в субгармоническом и в гомоклиническом каска-
дах бифуркаций [3–6]. Указанные структуры реше-
ний имеют место как в системах дифференциаль-
ных уравнений с размерностью три, так и с бо-
лее высокой размерностью, в том числе в уравне-
ниях с запаздывающим аргументом, которые рав-
носильны бесконечномерным системам обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, и в диссипатив-
ных нелинейных системах уравнений в частных про-
изводных параболического типа. В отличие от трех-
мерных систем, где элементами структуры являются
периодические решения, как правило, предельные
циклы, в системах с размерностью более трех такими
структурными элементами могут быть инвариант-
ные торы, в частности двумерные торы, представ-
ленные топологическим произведением двух цик-
лов. Структура в этом случае определяется множе-
ством решений, порожденных бифуркациями дву-
мерных торов, а точнее, указанными выше бифурка-
циями предельных циклов, составляющих эти торы.

В настоящее время изучен механизм бифурка-
ции удвоения периода предельного цикла только
в трехмерных системах обыкновенных дифферен-
циальных уравнений [7]. В системах дифференци-
альных уравнений с частными производными, где
структура решений представлена двумерными инва-
риантными торами, бифуркация удвоения периода
может иметь место как для исходного первичного
цикла, так и для вторичного цикла, образовавшего-
ся в результате бифуркации Андронова—Хопфа при
потере устойчивости исходного цикла. В данной ра-
боте исследован характер бифуркаций, связанных
с исходным первичным циклом во второй краевой
задаче для нестационарного уравнения Гинзбурга—
Ландау.

1. Механизм удвоения периода

Рассмотрим вторую краевую задачу на отрезке
l = π для нестационарного уравнения Гинзбурга—
Ландау:

Wt = W + (1 + ic1)Wxx � (1 + ic2)W jW j2,
Wx(0, t) = Wx(l, t) = 0, W (x, 0) = W0(x),

x 2 [0, l], t 2 [0,1),

(1)

где
W (x, t) = u(x, t) + iv(x, t)

— комплекснозначная функция, c1 и c2 — веще-
ственные параметры. Для определенности зафик-
сируем параметр c1 = 2,5 и исследуем поведение
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Рис. 1. а ) проекции траекторий уравнения (1) в координатах (u(l/2), v(l/2)) фазового пространства для пространственно

однородного периодического решения C0 при значениях параметра c2 = �1,7 и пространственно неоднородных перио-

дических решений CH при c2 = �2,1 и c2 = �2,7; б ) проекции отображения Пуанкаре для пространственно однородного

периодического решения C0 ; в) и г ) проекции отображения Пуанкаре для пространственно неоднородного периодиче-

ского решения CH соответственно при c2 = �2,1 и при c2 = �2,7
устойчивых решений уравнения (1) при различных
значениях параметра c2 .

Заметим, что при значении параметра c2 > �1,8
в уравнении (1) имеет место устойчивое периодиче-
ское однородное решение. Поэтому в работе иссле-
довались решения уравнения (1) только при отрица-
тельных значениях параметра c2 < �1,8. В дальней-
шем при исследовании решений удобно воспользо-
ваться сечением фазового пространства гиперплос-
костью, например, u(l/2) = 0. Для периодического
однородного решения, представленного в фазовом
пространстве циклом C0 (рис. 1 а), отображение Пу-
анкаре в данной плоскости будет иметь вид двух
точек (рис. 1 б), в которых траектория цикла пере-
секает гиперплоскость u(l/2) = 0.

Ранее в [4] было установлено, что при значе-
нии параметра c2 � �1,85 однородное периоди-
ческое решение теряет устойчивость и рождается
другое периодическое, но пространственно неодно-
родное решение с одинаковой амплитудой колеба-
ний переменных u(x0, t) и v(x0, t) для любой точки
x0 2 [0, l], которое в фазовом пространстве имеет
вид окружности. На рис. 1а эти циклы обозначе-
ны CH . Однако, как установлено в настоящей рабо-
те, имеет место рождение не одного решения, а па-
ры устойчивых неразличимых в проекции фазового
пространства решений в результате бифуркации ти-
па вилки. Их траектории в фазовом пространстве —
окружности CH одинакового радиуса. Тем не менее,
в отображении Пуанкаре траектории, соответству-
ющие этим решениям, пересекают гиперплоскость
u(l/2) = 0 в разных точках CH1 и CH2 рис. 1 в).
По мере изменения параметра c2 расстояние между
этими циклами в фазовом пространстве увеличива-
ется (рис. 1 г).

Пара циклов CH1 и CH2 остается устойчивой до
тех пор, пока в результате бифуркации Андронова—

Хопфа не происходит одновременное рождение на
каждом из этих циклов двух других (вторичных) цик-
лов, топологические произведения которых с пер-
вичным циклом порождают пару двумерных инва-
риантных торов T1 и T2 , отображение Пуанкаре
которых имеют вид, показанный на рис. 2а. При
дальнейшем изменении параметра c2 эти торы уве-
личиваются за счет возрастания размера вторично-
го цикла (рис. 2 б), что приводит к их сближению.
При некотором критическом значении параметра
c�2 � �3,135, когда торы T1 и T2 настолько прибли-
жаются друг к другу, что появляется возможность их
слияния по некоторой линии L, показанной на фа-
зовом портрете в проекции (u(l/2), v(l/2)) (рис. 2 г).
Однако в силу единственности решения дифферен-
циального уравнения эта сингулярность разреша-
ется путем рождением нового решения — двумер-
ного инвариантного тора, представленного топо-
логическим произведением первичного предельно-
го цикла удвоенного периода на вторичный пре-
дельный цикл, появившийся ранее при бифуркации
Андронова—Хопфа (рис. 3 а).

Используя отображение Пуанкаре можно про-
следить дальнейшую эволюцию данного решения,
обусловленную изменением параметра c2 и пока-
занную на рис. 3. В виду симметричности отобра-
жения Пуанкаре относительно его поворота на 180o

на рис. 3 показан не полный вид этих отображе-
ний, а лишь фрагменты, соответствующие входя-
щим в гиперплоскость траекториям только с одной
стороны гиперплоскости. В данном случае это соот-
ветствует сечению гиперплоскостью верхней части
фазового портрета. Как показывают численные ис-
следования, при бифуркации удвоения периода дву-
мерного инвариантного тора по первичному циклу
снова рождается не один, а пара устойчивых двумер-
ных инвариантных торов удвоенного по первичному
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Рис. 2. Проекции на гиперплоскость (u(0), v(l/2)) отображения Пуанкаре двумерных инвариантных

торов T1 и T2 : а ) при c2 = �2,82; б ) при c2 = �2,9; в) при c2 = �3,13; г ) проекция траектории

уравнения (1) в координатах (u(l/2), v(l/2)) фазового пространства при c2 = �3,138
PS: ./fig-eps/sidorov-03.eps

Рис. 3. Проекции на гиперплоскость (u(0), v(l/2)) отображения Пуанкаре двумерных инвариантных

торов T1 и T2 удвоенного по первичному предельному циклу периода: а ) при c2 = �3,15; б ) при

c2 = �3,5; в) при c2 = �3,536; г ) проекция отображения Пуанкаре двумерного инвариантного тора

учетверенного по первичному предельному циклу периода при c2 = �3,6
циклу периода. Эти торы расположены настолько
близко друг к другу, что неразличимы даже в отоб-
ражении Пуанкаре. Однако, начиная со значения
параметра c2 � �3,45 их различия в отображении
Пуанкаре по мере изменения параметра c2 стано-
вятся все более заметными. При этом двумерные
инвариантные торы удвоенного по первичному цик-
лу периода снова сближаются друг с другом до по-
чти слияния по некоторой линии. Невозможность
их соприкосновения вновь разрешается повторной
бифуркацией удвоения периода по первичному пре-
дельному циклу. Таким образом, этот процесс завер-
шается образованием новой пары устойчивых реше-
ний — двумерных инвариантных торов, представ-
ленных топологическим произведением первичного
предельного цикла учетверенного периода на вто-
ричный предельный цикл.

Численно указанный процесс бифуркаций удво-
ения периода двумерных инвариантных торов по
первичному циклу удалось проследить до рождения
двумерных торов, имеющих в топологическом про-
изведении период первичного предельного цикла,
кратный восьми.

Заключение

В работе показано, что во второй краевой за-
даче уравнения Гинзбурга—Ландау имеет место би-
фуркация типа вилки, в результате которой при по-
тере устойчивости однородного периодического ре-
шения рождается пара устойчивых неоднородных
периодических решений. В дальнейшем оба эти ре-
шения, теряя устойчивость, порождают двумерные
инвариантные торы, которые в ходе изменения па-
раметра, увеличиваясь в размерах, сближаются друг
с другом. Катастрофа слияния решения разрешается
бифуркацией удвоения периода этих торов по ис-
ходному первичному циклу. Аналогичным образом
рождаются торы с 4-, 8- и т. д кратным периодом
по исходному первичному циклу. Работа поддержа-
на проектом РФФИ №090700078А.
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