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Аннотация. В работе рассматривается численный анализ появления и трансформации

начальных возмущений в задаче о течении вязкой слабосжимаемой проводящей жидкости

в канале с симметричным расширением при малых числах Маха (M<0,2). Для моделирования

течения жидкости используются интегро-дифференциальные уравнения Больцмана,

разложенные по числу Кнудсена. Для моделирования уравнений магнитной динамики

используется векторный аналог уравнения Больцмана. Разложение системы

интегро-дифференциальных уравнений по малому параметру дает приближение магнитной

гидродинамики для слабосжимаемой жидкости.
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Введение

Настоящее исследование продолжает серию работ
по применению бифуркационного подхода Фейген-
баума—Шарковского—Магницкого к задачам о раз-
личных течениях жидкостей (см., например, [1–3]).
В данной работе мы рассматриваем течение проводя-
щей жидкости в канале с симметричным расширени-
ем (симметричным уступом). Изучением поведения
жидкостей и газов, обладающих свойствами проводи-
мости во внешнеммагнитномполе, занимается специ-
альный раздел физики — магнитная гидродинамика
(МГД), см. [4, с. 313]. К области применения МГД от-
носятся плазма, жидкие металлы, электролиты и т. д.

Существуют различные подходы к описанию яв-
ленийМГД, а также различные методы численного ре-
шения соответствующих систем уравнений. В данной
работе мы используем так называем метод сеточного
уравнения Больцмана (подробнее см. след. раздел),� Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проекты №09–07–00078а и 11–07–00126а).

что прежде всего связано с его высокой производи-
тельностью, необходимой для бифуркационного ана-
лиза задачи. В [3] этот метод уже был использован
нами при исследовании гидродинамического течения.

В цели данной работы входило: реализовать и про-
тестировать на общеизвестных задачах метод решения
зависящих от времени уравнений МГД; применить
этот метод для выбранной начально-краевой задачи
(двумерное течение в канале с симметричных расши-
рением); обнаружитьначальные стадииперехода к тур-
булентности (хаосу) в рассматриваемой задаче (рожде-
ние периодических, квазипериодических, субгармони-
ческих решений и т. д.); сопоставить обнаруженный
сценарий с ФШМ-сценарием перехода к хаосу.

1. Исходные уравнения,

магнитогидродинамическое приближение,

численный метод решения

Основная идея применения метода Больцмана
на дискретных ячейках (сеточного метода Больцмана)
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заключается в отображении уравнений изучаемой
нелинейной макроскопической системы в дискрет-
ное фазовое пространство более высокой размер-
ности с получением кинетических уравнений отно-
сительно функций вероятности распределения fq ,
которые алгоритмически легко решаются и распа-
раллеливаются (см. [5]). Сложные с вычислитель-
ной точки зрения нелинейные операторы адвектив-
ного переноса вида (U � r)U и (U � r)B (где U —
скорость жидкости и B — индукция магнитного по-
ля), а также нетривиальное замыкание связи между
давлением и скоростью жидкости (либо жесткая си-
стема через уравнение состояния, либо уравнение
Пуассона для скалярной функции давления) заме-
няются на простые операторы линейного переноса
и локальные операторы соударения для fq в фазо-
вом пространстве. Более детально сеточный метод
Больцмана описан в [5–7].

Начально-краевую задачу МГД можно рассмат-
ривать отдельно как гидродинамическую задачу с воз-
мущающим силовым членом и магнитодинамиче-
скую задачу (с кососимметричным тензором). Ме-
тод численного решения гидродинамической части
для данного класса задач нелинейного анализа рас-
смотрен в работе [3], где для этого используются
дискретные кинетические уравнения:

∂fq

∂t
+eq �rxfq =�fq�fq(0)

τ
+
a � (eq�U)

C2
s

fq
(0). (1)

В уравнении (1) функция fq : Ω� [0, t]�N ! R —
дискретная функция вероятности распределения;

fq
(0) — значение равновесного распределения и для

данного оператора соударения является Максвеллиа-
ном, зависящим от макроскопических функций жид-
кости (плотность, скорость); U : Ω� [0, t]! R

2 —
вектор-функция скорости жидкости; eq — микро-
скопическая скорость направления q; ρ : Ω�[0, t]!! R — скалярная функция плотности; τ — время
релаксации, связанно с макроскопической динами-
ческой вязкостью, и, следовательно, числом Рей-
нольдса; Cs = 1/3 — скорость распространения воз-
мущений для заданной дискретной ячейки для fq ;
q 2 f0, . . . ,Ng; ωq — весовые квадратурные коэф-
фициенты (см. [3, 5, 6]); N — размерность дискрет-
ного фазового пространства, зависящая от выбран-
ной дискретной ячейки. Для двумерной (плоской)
задачи, рассматриваемой в данной работе, выби-
рается N = 8 (по классификации методов ячейка
D2Q9), как наиболее точный дискретный шаблон
ячейки для fq в двумерном случае. Тогда выбранная
ячейка будет иметь 9 направлений q 2 f0, 1, . . . , 8g
и вектор микроскопической скорости определяется
как:

eq =
∆h

∆t

�
cos

�
2πq

N

�
; sin

�
2πq

N

��
,

где ∆h — сторона ячейки а ∆t — шаг по вре-
мени. Для данной задачи выбирается ∆h/∆t = 1.
Связь между микроскопическими и макроскопиче-
скими функциями производится путем расчета мо-
ментов различного порядка. Под моментом поряд-
ка m обычно (см. [5, 7]) понимается интеграл вида

Mα, β, . . . , χ| {z }
m

=

Z h
eαeβ . . . .eχ| {z }

m

f(x, e, t)
i
dV

и, на выбранном шаблоне, его дискретное представ-
ление:

Mα, β, . . . , χ| {z }
m

=

NX
q=0

h
eqαeqβ . . . .eqχ| {z }

m

fq(x, eq, t)
i
.

Момент нулевого порядка соответствует плотности
жидкости ρ = M(x, t), моменты первого порядка
соответствуют импульсу ρUi(x, t) = Mi(x, t), момент
второго порядка — тензору количества движения
Πjk(x, t) = Mjk(x, t). Моменты более высоких по-
рядков не имеют смысла в классической гидроди-
намике и относятся к цепочкам уравнений более
высокого класса [5]. Эти цепочки уравнений выс-
ших моментов проявляются при больших волновых
числах и влияют на устойчивость численного мето-
да в случае недостаточной дискретизации расчетной
области («ультрафиолетовая катастрофа»), и для за-
дач с высокими числами Рейнольдса требуют до-
полнительной стабилизации, см., например, [7, 8].
Для рассматриваемого класса задач данные цепочки
уравнений нивелируются повышением количества
элементов в области расчета (см. [3]). Подстановка
вышеуказанных моментов в (1) и разложение полу-
ченных уравнений по малому параметру позволяет
получить уравнения сохранения массы и количества
движения. Сформулируем соответствующее утвер-
ждение. Для этого используем разложение дискрет-
ной функции вероятности в ряд по так называемому
сеточному числу Кнудсена ǫ = λ/L (здесь λ — се-
точная длина свободного пробега, L — характерный
размер задачи):

fq = fq
(1)

+ ǫfq
(2)

+ ǫ
2
fq

(3)
+ . . . . (2)

Обратим внимание на тот факт, что данное разложе-
ние является формальным (т. е. не является разло-
жением функции в ряд Тейлора) и его члены опреде-
ляются исходя из систем уравнений, получающихся
в результате подстановки (2) в уравнения (1) и при-
равнивания соотношений при одинаковых степе-
нях ǫ, а также системы дополнительных условий,
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определяющих их моменты:

NX
q=0

fq
(1)(x,eq, t)=ρ;

NX
q=0

eqαfq
(1)(x,eq, t)=ρUα;

NX
q=0

fq
(n)(x,eq, t)=0;

NX
q=0

eqαfq
(n)(x,eq, t)=0;

(3)

для n > 1.
Заметим, что условиям на моменты для fq

(1)

всегда подчиняются и равновесные дискретныефунк-

ции распределения fq
(0) . Точнее они выбираются

таким образом, чтобы эти соотношения выполня-
лись, причем макроскопические величины (плот-
ность и импульс) определяются как соответствую-
щие моменты дискретных функций распределения
в данной точке x. Подробнее см. [9]. На данный
момент у нас имеются все определения и соотноше-
ния, чтобы сформулировать следующее

Утверждение. При указанных выше предположениях

относительно дискретной функции распределения из

уравнений (1) следуют:

1. закон сохранения массы:

∂ρ

∂t
+

2X
β=1

∂(ρUβ)

∂xβ
= 0;

2. закон сохранения момента импульса:

∂(ρUα)

∂t
+

2X
β=1

∂(ρUαUβ)

∂xβ
=

= � 2X
β=1

∂Pα,β

∂xβ
+

2X
β=1

aβ

C2
s

�
Π

(0)
α,β � ρUαUβ

�
,

причем тензор давления Pα,β определен как:

Pα,β =

1X
n=0

ǫn
NX
q=0

(eqα � Uα)(eqβ � Uβ)fq
(n+1).

Доказательство. Для доказательства п. 1 данного
утверждения достаточно в уравнении (1) внести eq под
знак дифференцирования и просуммировать урав-
нение по q. Получим:

∂
� NP
q=0

fq

�
∂t

+

2X
β=1

∂
� NP
q=0

eqβfq

�
∂xβ

=

=� NP
q=0

fq � NP
q=0

fq
(0)

τ
+

a �� NP
q=0

eqfq
(0)�U NP

q=0
fq

(0)
�

C2
s

,

где суммирование по пространственному индексу β
в правой части заменено для краткости значком ска-
лярного произведения. Далее необходимо учесть, что

NX
q=0

fq =

NX
q=0

fq
(0)

= ρ и

NX
q=0

eqβfq = ρUβ .

Правая часть при этом обнулится, и мы придем к за-
кону сохранения массы.

Для доказательствап. 2 необходимопривлечьраз-
ложение (2). Подставим его в уравнение (1), умно-
жим каждое уравнение на eqα и вновь просуммируем
по q. Учтем сразу, что

NX
q=0

eqαfq =

NX
q=0

eqαfq
(0)

= ρUα :

∂(ρUα)

∂t
= � 2X

β=1

∂
� 1P
n=0

ǫn
NP
q=0

eqαeqβfq
(n+1)

�
∂xβ

+

+

2X
β=1

aβ

C2
s

� NX
q=0

fq
(0)eqαeqβ � ρUαUβ

�
.

Раскрывая скобки в выражении для тензора давле-
ния Pα,β получим:

Pα,β =

1X
n=0

ǫn
NX
q=0

eqαeqβfq
(n+1) � Uα

NX
q=0

eqβfq �� Uβ

NX
q=0

eqαfq + UαUβ

NX
q=0

fq =

=

1X
n=0

ǫn
NX
q=0

eqαeqβfq
(n+1) � ρUαUβ .

Подставляя полученное выражение под знак диффе-
ренциала в правой части предыдущего выражения,
завершаем доказательство. �

Данное утверждение имеет большое значение
с точки зрения сопоставления результатов, полу-
ченных нами сеточным методом Больцмана с ре-
шениями макроскопических уравнений МГД, кото-
рые будут приведены ниже. В целом, данный вопрос
соотношения результатов получаемых этими двумя
методами даже для гидродинамики является доволь-
но сложным и не до конца изученным (см. [9]).

Значение возмущающей силы a в (1), как вид-
но из формулы, можно перенести в расчет значения

fq
(0) . Тогда, как показано в [10], равновесное рас-

пределение уже с учетом влияния вектора магнит-
ной индукции (силы Лоренца), перепишется как:

fq
(0)(ρ,U, B) = ρωq

�
1 + 3eqU +

9

2
(eqU)2 � 3

2
U

2

�
+

+
9

2
ωq

�
1

2
B
2
eq

2 � (eqB)
2 � 1

6
B
2

�
. (4)
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Для описания уравнений Максвелла, Деллар
предложил также использовать кинетические урав-
нения высоких порядков для вектора магнитного
поля B, как и при описании гидродинамической
части [10]. Отличие заключается в том, что в соот-
ветствии с уравнениями Максвелла, условие соле-
ноидальности r � B = 0

должно строго выполняться, поскольку иначе в маг-
нитной части возможно появление нефизических
«монополей». Для этого вводятся векторные функ-
ции распределения gq так, чтобы нулевой момент g

от этих функций давал вектор магнитной индукции:

Bi = Gi(x, t) =

MX
q=0

giq; i = fx, yg, (5)

и кинетические уравнения запишутся как:

∂gq

∂t
+ cq � rx gq = �gq � gq

(0)

τm
. (6)

Тогда первый момент g будет аналогичен второму
моменту M, т. е. будет соответствовать тензору на-
пряжений, но в отличие от тензора напряжений
в уравнении количества движения, из-за первой сте-
пени момента тензор напряжений в уравнении маг-
нитной динамики является антисимметричным, т. е.:

Πij =

�
P +

1

2
B
2

�
δij + ρuiuj � BiBj;

Λij = Gij =

MX
q=0

[gqicqj] = uiBj � ujBi,

(7)

таким образом

Πij = Πji, Λij = �Λji.

Здесь и в (6): q 2 f0, . . . ,Mg, M — размерность
дискретного фазового пространства для уравнений
магнитной динамики, при этом M 6= N. В данной
задаче выбрано M = 3; cq — вектор микроскопи-
ческой скорости для кинетических уравнений (6),
τm — магнитное время релаксации, определяющее
значение удельного сопротивления жидкости и, сле-
довательно, значение магнитного числа Рейнольдса.
В [10] показано, что для получения корректного зна-
чения силы Лоренца необходимо применять следу-
ющее равновесное распределение для вектора gq :

giq
(0)(U, B) = ωq

�
Bi + cjq(UjBi � UiBj)

�
. (8)

Применяя разложение по малому параметру как
для (1) так и для (6) с подстановкоймоментов вплоть до
третьего порядка можно получить следующую систему
уравнений магнитной гидродинамики:

∂ρ

∂t
+r � (ρU) = 0;

∂ρUi

∂t
+ (Uj � rj)ρUi +ri(ρCs) =

= J� B +
∂

∂xi

�
µ
∂Ui

∂xi
� µ

2

3
r � Ui�;r � B = 0; (9)

∂B

∂t
= r� (U� B� ηr� B);

J� B = �r �M;

Mij =
1

2
δijjBj2 � BiBj; i, j = fx; yg.

Для получения безразмерных уравнений (1) выделя-
ются три группы подобий: число Рейнольдса Re =

= ρLU0/µ — отношение динамических сил к вяз-
ким, параметр взаимодействия (число Стюарта [11])

N = σB
2
0L/(ρU0) — отношение электромагнитного

силового взаимодействия к силе инерции жидкости
и магнитное число Рейнольдса Rem = µ0σLU0 —
отношение наведенного магнитного поля к прило-
женному магнитному полю. Здесь L, U0 и B0 —мак-
роскопический характерный размер, скорость жид-
кости и модуль вектора магнитной индукции, а σ

и µ0 — электропроводность и магнитная прони-
цаемость. Подставив данные комплексы подобий
в (1), получим безразмерную систему макроскопи-
ческих уравнений, при этом µ = 1/ Re , η = 1/ Rem ,
J � B ! N(J � B), а начально-краевые условия за-
писываются в безразмерном виде. В связи с тем, что
моделируются уравнения (1) и (6), а не (1), то пере-
счет выше записанных критериев подобия в релак-
сационные времена τ и τm выполняется как [3, 10]:

1

Re
= µ =

�
τ � 1

2

� � C2
s �∆t =

τ

3
� 1

2
;

1

Rem
= η =

�
τm � 1

2

� � C2
sm �∆t =

τm

2
� 1

2
,

(10)

при ∆h/∆t = 1.
Для ускорения расчета применялся графиче-

ский ускоритель Tesla C2050 компании NVIDIA. Эф-
фект ускорения обнаружен при количестве ячеек,
большем 500� 100.

Для возможности проведения численных рас-
четов с высокой точностью используется двойная
точность вычислений на графическом процессоре.
Заметное ускорение достигается для размеров се-
ток, больше чем 500�100. Максимальное ускорение
по сравнению с процессорной версией кода (для од-
ного ядра процессора Intel Core 2 Duo) составило
17 раз на сетке 2028� 400.
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2. Рассматриваемая начально-краевая

задача и тестирование численного метода

В качестве начально-краевой задачи для МГД
течения в данной работе рассматривалась двумерная
задача о течении в канале с симметричным расши-
рением. Данная задача ранее рассматривалась, на-
пример, в [12]. Область Ω из раздела 1 в данном
случае является объединением двух прямоугольных
областей в R

2 . Области расположены вдоль оси x

(слева направо) таким образом, что центры их при-
мыкающих сторон (параллельных оси y) совпадают
(правая сторона левого прямоугольника примыкает
к левой стороне правого). Прямоугольники имеют
общую ось симметрии — x. Длина и ширина мень-
шего (расположенного слева) прямоугольника — l

и h, большего — L и H. В месте «сочленения» об-
ластей (т. е. в месте расширения канала) образуют-
ся два симметричных «уступа» размером (H � h)/2.
Можно выделить три типа граничных условий и со-
ответствующих им границ области Ω: Ω1 — гранич-
ные условия на стенке, Ω2 — «входные» гранич-
ные условия, Ω3 — «выходные» граничные условия,
где Ω2 — левая сторона меньшей прямоугольной об-
ласти, Ω3 — правая сторона большей области, Ω1 —
вся остальная граница Ω (подробнее см. в [12]).
На данных границах ставятся следующие условия
на макроскопические характеристики среды:

U = f0, 0g, B = f0,Bg, ∂ρ

∂n
= 0 в Ω1,

U = fU0(y), 0g, ∂B

∂n
= 0, ρ = 1 в Ω2,

∂U

∂n
= 0,

∂B

∂n
= 0,

∂ρ

∂n
= 0 в Ω3.

(11)

В Ω1 мы имеем условие «неприлипания» для
скорости и условие Дирихле для индукции магнит-
ного поля, соответствующее внешнему приложен-
ному магнитному полю B и условию изолирующих
(непроводящих) стенок. В качестве U0(x) берется
профиль течения Гартмана (см. ниже). Подробнее
о постановке граничных условий для МГД см. в [12]
и [13, c. 36].

Перед анализом изложенной задачи построен-
ный численный метод был протестирован на задаче
о плоскопараллельном (двумерном) течении между
двумя пластинами. Задача ставится в прямоугольной
области. С двух противоположных сторон (на стен-
ках) ставятся такие же условия как в Ω1 . На двух
других сторонах ставятся условия Дирихле для дав-
ления (плотности) и условия Неймана для скорости
и индукции магнитного поля. Данная задача имеет
аналитическое решение для системы макроскопиче-
ских уравнений (1) в виде так называемого течения

Гартмана [13, c. 38]. Последнее аналитическое ре-
шение с высокой точностью совпало с численным
результатом, полученным с применением использо-
ванного в данной работе метода.

3. Результаты

Для выяснения сценария нарастания и транс-
формации возмущений в диссипативной системе не-
обходимо получить распределение вектор — функ-
ции скорости U и магнитного поля B за длитель-
ный период времени после выхода системы на ква-
зистационарный режим внутри Ω. Для этого было
выбрано пять точек внутри Ω с декартовыми коор-
динатами

x 2 �1

2
,
2

3
,
1

7
,
8

9
,
1

3

�
; y 2 �1

2
,
2

3
,
5

6
,
8

9
,
1

2

�
в относительных величинах к полным длинам по
каждому направлению. По результатам полученных
данных строились двумерные подпространства бес-
конечномерного фазового пространства в коорди-
натах составляющих вектор-функции скорости

U = fUx, Uyg
и вектора магнитного поля

B = fBx,Byg.
В случае необходимости расширения размерности
подпространства использовались данные из указан-
ных выше пяти точек, например,

Ux

�
1

2
;
1

2

�
; Uy

�
1

2
;
1

2

�
; Uy

�
2

3
;
2

3

�
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Бифуркационными параметрами системы выступали:
число Рейнольдса Re и, следовательно, время ре-
лаксации интегрального оператора соударения для
уравнений Больцмана и число Гартмана и, следова-
тельно, интенсивность значения вектора B на гра-
нице.

На всех представленных ниже рисунках при-
ведены результаты при значении числа Рейнольдса
Re = 760 и при значении магнитного числа Рей-
нольдса Rem=50. Таким образом, варьируется толь-
ко интенсивность внешнего приложенного магнит-
ного поля B (определяющая число Гартмана). В це-
лом, происходит усложнение динамики при умень-
шении B. Так, при значении магнитного поля B=0,5
в течении имеется устойчивый периодический ре-
жим (цикл) (фазовые портреты не показаны). При
значении B = 0,465 течение становится квазипери-
одическим (фазовые портреты двумерных торов для
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PS: ./fig-eps/05-1.eps

Рис. 1. Фазовые портреты вектор-функций U и B и сечения полученных двумерных торов

для Re = 760, Rem = 50 и B = 0,465

PS: ./fig-eps/05-2.eps

Рис. 2. Фазовые портреты вектор-функций U и B и сечения полученных двумерных торов

удвоенного периода для Re = 760, Rem = 50 и B = 0,455
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U и B и замкнутые кривые в сечениях этих то-
ров показаны на рис. 1). При уменьшении значе-
ний внешнего магнитного поля это квазипериоди-
ческое решение сильно деформируется, и при зна-
чении B = 0,455 удваивается по одной из частот с
образованием двумерного тора удвоенного периода,
о чем свидетельствуют фазовые портреты и соответ-
ствующие им сечения на рис. 2. Помимо представ-
ленных на рисунках решений нами было обнару-
жено субгармоническое квазипериодическое реше-
ние при значениях Re = 760, Rem = 1, B = 0,01
(т. е. при практически отсутствующем влиянии маг-
нитного поля). Однако относительный период этого
решения определить не удалось.

Здесь целесообразно привести физическую ин-
терпретацию некоторых терминов применяемых при
бифуркационном анализе систем. Пусть при опреде-
ленных значениях параметров (в данном случае это
числа Рейнольдса и величина приложенного маг-
нитного поля) течение является ламинарным (ста-
ционарным по времени). Пусть теперь при переходе
одного из параметров через некоторое критическое
значение решение начинает осциллировать на опре-
деленной частоте. Эту осцилляцию в терминах би-
фуркационного анализа мы называем периодиче-
ским решением (циклом), а сам этот переход от ста-
ционарного решения к осциллирующему — бифур-
кацией Хопфа. Важно отметить, что данные осцил-
ляции являются существенно нелинейными, и они
не связаны с каким-либо внешним периодическим
возмущением. Их амплитуда и частота определены
однозначно при заданных параметрах задачи. Пусть
далее при переходе через следующее критическое
значение решение становится квазипериодическим,
т. е. представимым в виде декартова произведения
колебаний на двух различных частотах. При этом
в спектре задачи будут видны два резких максимума
на соответствующих значениях частот. Такая бифур-
кация также называется бифуркацией Хопфа. Еще
одна часто встречающаяся локальная бифуркация
называется удвоением периода. Такая бифуркация
соответствует появлению в задаче периодического
или квазипериодического решения, один из перио-
дов которого в два раза больше, чем период ранее су-
ществовавшего в задаче периодического или квази-
периодического решения. Соответствующая частота
в два раза меньше, чем у исходного решения. Стоит
обратить внимание на тот факт, что исходное ре-
шение (так же, как и в случае бифуркации Хопфа)
сохраняется в задаче, но теряет устойчивость. Су-
ществуют нелокальные бифуркации, наиболее рас-
пространенной из которых является седло-узловая
бифуркация. Нелокальные бифуркации отличаются
от локальных тем, что появляющиеся в них решения

не лежат в окрестности каких-либо ранее существо-
вавших в задаче решений. В ходе седло-узловой би-
фуркации в задаче появляется пара периодических
или квазипериодических решений с одинаковым на-
бором частот и прочих параметров, одно из которых
является устойчивым, а другое — неустойчивым.

Заключение

Обнаруженный в рассматриваемой задаче бифур-
кационный сценарий для Re = 760 при уменьшении
B от значения 0,5 укладывается в обобщенную схему
ФШМ-сценария: появление в системе второй ча-
стоты (бифуркация Хопфа рождения устойчивого
квазипериодического решения из периодического),
а затем — субгармонический каскад по одной из
частот квазипериодического решения. Интересным
представляется изучение поведения жидкости при
все возрастающем значении индукции приложенно-
го магнитного поля B, поскольку обнаружить устой-
чивое ламинарное течение нам не удалось. Возмож-
но, это связано с некоторыми численными эффек-
тами решения задачи. Как правило предполагается,
что именно сильное внешнее магнитное поле в ря-
де технических устройств может быть использовано
для подавления МГД турбулентности.

Важно указать, что двухмерная по простран-
ству постановка задачи является гипотетическим,
упрощенным случаем и не может являться точным
описанием физических процессов, происходящих в
МГД течениях. В то же время важно показать, что
обнаруженный сценарий усложнения решений мо-
жет быть справедлив как для двухмерного, упро-
щенного случая, так и для трехмерного, что будет
являться дальнейшей работой авторов. Полученные
предварительные результаты могут быть использова-
ны для нахождения метастабильных режимов в МГД
течениях для данной геометрии в зависимости от ин-
тенсивности внешнего поля.

В качестве возможных вариантов дальнейшего
исследования можно назвать рассмотрение трехмер-
ной задачи, моделирование каналов в реальных кон-
струкциях МГД генераторов, а также моделирование
макроскопической системы уравнений несжимае-
мой или сжимаемой МГД с целью сравнения би-
фуркационных сценариев при использовании раз-
личных подходов к описанию динамики жидкости
и поля.
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