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Аннотация. В настоящей работе показано, что система дифференциальных уравнений

с частными производными типа ФитцХью—Нагумо с фиксированными значениями параметров

может иметь бесконечное число различных устойчивых волновых решений, бегущих вдоль

пространственной оси с произвольными скоростями, а также бегущие импульсы и бесконечное

число различных режимов пространственно-временного (диффузионного) хаоса. Эти решения

порождаются каскадами бифуркаций циклов и сингулярных аттракторов в соответствии

с теорией ФШМ (Фейгенбаума—Шарковского—Магницкого) в трехмерной системе

обыкновенных дифференциальных уравнений, в которую переходит система уравнений типа

ФитцХью—Нагумо при соответствующей автомодельной замене переменных.
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Введение

Большой класс физических, химических и био-
логических сред, широко изучающихся нелинейной
и хаотической динамикой, описывается системой
уравнений с частными производными типа реак-
ция-диффузия

ut = D1uxx + f(u, v, µ);

vt = D2vxx + g(u, v, µ),
(1)

зависящих от векторного, в общем случае, парамет-
ра µ. В системах вида (1) по одной из переменных
существует, как правило, положительная обратная
связь. Такая переменная называется активатором.
Вторая переменная, которая замедляет нарастание
(развитие) активатора, называется ингибитором.

Частным случаем систем уравнений реакция-
диффузия являются системы уравнений типа Фитц-
Хью—Нагумо, описывающие нелинейные процес-
сы, происходящие в так называемых возбудимых
средах. Это — распространение импульсов в нерв-
ном волокне и сердечной мышце [1–4], а также раз-
личные виды автокаталитических химических реак-
ций [5, 6]. Основным свойством, характеризующим
класс возбудимых сред, является медленная диффу-
зия одной переменной в системе уравнений реак-
ция-диффузия (1) по сравнению с другой перемен-
ной. Поэтому система уравнений типа ФитцХью—
Нагумо может быть записана в следующем общем� Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты
№ 09–07–00078а, 11–07–00126а) и Программы ОНИТРАН № 4
(проект №2.5).

виде

ut = Duxx + f(u, v, µ), vt = g(u, v, µ), (2)

где параметр µ в общем случае является вектором.
Хорошо известно, что в системах вида (2) в одно-
мерном пространственном случае могут существо-
вать волны переключения, бегущие волны и бегу-
щие импульсы, диссипативные пространственно не-
однородные стационарные структуры, а также нере-
гулярные непериодические нестационарные струк-
туры, называемые иногда биологической (или хи-
мической) турбулентностью.

Анализ регулярных решений системы (2) на пря-
мой может быть проведен автомодельной заменой
переменных ξ=x�ct и переходом к трехмерной си-
стеме обыкновенных дифференциальных уравнений

u̇ = y,

ẏ = �cy + f(u, v, µ)

D
, v̇ = �g(u, v, µ)

c
,

(3)

где производная берется по переменной ξ. При этом
волна переключения в системе (2) описывается се-
паратрисой системы (3), идущей из ее одной особой
точки в другую особую точку, а бегущие волны и бе-
гущий импульс системы (2) описываются предель-
ными циклами и петлей сепаратрисы особой точки
системы (3).

В настоящей работе показано, что диффузи-
онный хаос (турбулентность) в системе уравнений
типа ФитцХью—Нагумо (2) описывается сингуляр-
ными аттракторами системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (3) в соответствии с теорией
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ФШМ (Фейгенбаума—Шарковского—Магницкого)
[7–10]. Для этого, как следует из теории ФШМ,
диссипативная система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (3) с нелинейными функция-
ми f(u, v, µ) и g(u, v, µ) должна иметь особую точку
типа седло-фокус, а также субгармонический и го-
моклинический каскады бифуркаций сингулярных
циклов, сходящихся к гомоклинической петле сепа-
ратрисы этой особой точки.

1. Модельный пример возбудимой среды

Рассмотрим один частный случай систем урав-
нений (2)–(3) с нелинейностями вида

f(u, v, µ) =
�(u� 1)(u� δv)

ε
,

g(u, v, µ) = arctg (αu)� v,

(4)

где параметр ε является малым параметром. Заметим,
что система уравнений (4) с полиномиальной по
переменным (u, v) функцией f(u, v, µ) и функцией
g(u, v, µ), имеющей при каждом v конечные пре-
дельные значения при u ! �1, описывает неко-
торые виды автокаталитических химических реак-
ций [6]. Нетрудно видеть, что система (3)–(4) при
любых значениях параметров имеет особую точку
O(0, 0, 0). Кроме того, при α > 1/δ система урав-
нений (3)–(4) имеет еще две симметричные особые
точки O�(�u�, 0,�u�/δ), где значение u� является
положительным решением уравнения

δ arctg (αu�) = u�.
Следовательно, система уравнений (3)–(4) может
иметь при различных значениях параметров D, α, δ,
ε, c субгармонические, гомоклинические и гетеро-
клинические каскады бифуркаций устойчивых цик-
лов, сходящихся к гомоклиническим и гетерокли-
ническим сепаратрисным контурам особых точек.

PS: ./fig-eps/06-1.eps

Рис. 1. Сингулярный цикл при c = 3, цикл удвоенного периода при c = 2,9, аттрактор
Фейгенбаума при c = 2,874, цикл периода 3 из каскада Шарковского при c = 2,838

и гомоклинический цикл периода 5 при c = 2,8073 в системе уравнений (3)–(4)

Любой такой субгармонический, гомоклинический
или гетероклинический каскад бифуркаций содер-
жит бесконечное число различных сингулярных ат-
тракторов системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (3) и, соответственно, бесконечное
число различных непериодических нестационарных
пространственно неоднородных (хаотических, тур-
булентных) режимов поведения решений исходной
системы уравнений типа ФитцХью—Нагумо (2).

Наибольший интерес, естественно, представля-
ет случай, когда бифуркационным параметром явля-
ется параметр c, не входящий явно в систему урав-
нений (2) и являющийся величиной скорости рас-
пространения возмущений вдоль оси x. Этот случай
означает, что система уравнений типа ФитцХью—
Нагумо (2) с фиксированными параметрами мо-
жет иметь бесконечное число различных автоволно-
вых решений произвольного периода, бегущих вдоль
пространственной оси с различными скоростями,
а также бесконечное число различных режимов про-
странственно-временного (диффузионного) хаоса.

Проиллюстрируем последнее утверждение при-
мером системы уравнений (3)–(4) с фиксированны-
ми значениями параметров D = 1, α = 2, δ = 6,
ε = 0,195. При этих значениях параметров нулевая
особая точка O системы (3)–(4) является устойчи-

вым фокусом при c >

q
1 + (αδ � 1)/(1� ε) � 3,83.

При меньших значениях параметра c из нулевой
особой точки в результате бифуркации Андронова—
Хопфа рождается предельный цикл, который оста-
ется устойчивым до c � 2,9635. Сама особая точ-
ка O становится седло-фокусом. При уменьшении
значений параметра c в системе (3)–(4) реализуется
каскад бифуркаций Фейгенбаума удвоения периода
устойчивых предельных циклов вплоть до образова-
ния первого сингулярного аттрактора — аттрактора
Фейгенбаума при c � 2,874.

При дальнейшем уменьшении
значений параметра c в системе
(3)–(4) реализуется полный суб-
гармонический каскад бифуркаций
устойчивых циклов в соответствии
с порядком Шарковского и затем
неполный гомоклинический кас-
кад бифуркаций устойчивых цик-
лов, сходящихся к гомоклиниче-
скому контуру — петле сепаратри-
сы седло-фокуса O (рис. 1). Одна-
ко, самой петли сепаратрисы сед-
ло-фокуса при данных значениях
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Рис. 2. Бегущие волны системы уравнений возбудимой

среды (2), (4), соответствующие гомоклиническим циклам

периодов 3 и 5 автомодельной системы обыкновенных

дифференциальных уравнений (3)–(4)

параметров в системе (3)–(4) обнаружить не удалось.
Для нахождения поверхности существования пет-
ли сепаратрисы седло-фокуса в многомерном про-
странстве параметров системы (3)–(4) можно вос-
пользоваться методом, разработанным одним из ав-
торов настоящей статьи и описанным в работах [7,9],
в которых рассмотрены примеры отыскания поверх-
ностей и кривых существования гомоклинических
и гетероклинических контуров особых точек в си-
стеме уравнений Лоренца, включая гомоклиниче-
скую и гетероклиническую бабочки.

На рис. 2 изображены бегущие вдоль простран-
ственной оси x волны системы уравнений возбуди-
мой среды (2), (4), соответствующие гомоклиниче-
ским циклам периодов 3 и 5 автомодельной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений (3)–
(4). Бегущий импульс в возбудимой среде порож-
дается, очевидно, гомоклинической петлей сепара-
трисы особой точки системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений типа седло-фокус.

2. Система, описывающая

реакцию окисления молекул CO

на поверхности платины Pt(1 1 0)

Примером реальной возбудимой среды являет-
ся каталитическое окисление молекул CO на поверх-
ности платины Pt(1 1 0), для которого эксперимен-
ты показали большое разнообразие пространствен-
но-временных структур на поверхности катализато-
ра, таких как бегущие импульсы, спиральные волны
и химическая турбулентность (диффузионный хаос).

Химическая кинетика окисления молекул CO на по-
верхности Pt(1 1 0) описывается тремя уравнения-
ми: уравнение баланса для концентрации атомов O
на поверхности Pt, аналогичное уравнение для кон-
центрации молекул CO и уравнение, характеризую-
щее изменение состояния поверхности Pt, которое
зависит от покрытия и описывается функцией f(u)
(см. ниже). После добавления в эти уравнения диф-
фузии молекул CO и адиабатического исключения
переменной, описывающей покрытие атомами кис-
лорода, получаем следующий частный случай двух-
компонентной системы уравнений реакция-диффу-
зия типа ФитцХью—Нагумо [6]:8>>><>>>: ∂u

∂t
= �1

ε
u(u� 1)

�
u� b+ v

a

�
+
∂2u

∂x2
;

∂v

∂t
= f(u)� v,

(5)

f(u) =

8><>: 0, 0 6 u < 1/3;

1� 6,75u(u� 1)2, 1/3 6 u 6 1;

1, 1 < u,

где f(u) — экспериментальная зависимость скоро-
сти изменения структуры поверхности, u — покры-
тие (поверхностная концентрация) адсорбирован-
ного СО, а v — величина, характеризующая состоя-
ние поверхности. Параметры модели удовлетворяют
условиям 0 < a < 1, b > 0, ε > 0 и характеризу-
ют соответственно парциальные давления O и CO
и температуру.

При помощи замены переменных ξ = x � ct

перейдем к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений:8>>>>><>>>>>: u̇ = y;

ẏ = �cy+
1

ε
u(u� 1)

�
u� b+ v

a

�
;

v̇ =
1

c
(v� f(u)),

(6)

где производная берется по переменной ξ. Система
(6) имеет пять особых точек:

O1(0, 0, 0), O2(1, 0, 1), O3

�
b

a
, 0, 0

�
при 3b < a,

O4

�
b+ 1

a
, 0, 1

�
и O5

�
u5, 0, 1� 6,75u5(u5� 1)2

�
,

где u5 — решение уравнения

au5 = b+ 1� 6,75u5(u5 � 1)2,

удовлетворяющее условию 1/3 6 u 6 1. При фикси-
рованных значениях параметров a = 0,25, b = 0,042,
ε=0,09 и отрицательных значениях параметра c осо-
бая точка O3(0,168, 0, 0) системы (6) является седло-
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Рис. 3. Бегущие волны в системе уравнений (5), со-

ответствующие циклу периода 5 системы (6) при

C = �0,54293 (вверху) и сингулярному аттрактору

системы (6) при c = �0,5425 (внизу)

фокусом. При c < 0 вплоть до значения c��0,519
в фазовом пространстве переменных (u, y, v) суще-
ствует устойчивый предельный цикл. При дальней-
шем уменьшении значений параметра c в систе-
ме (6) реализуется каскад бифуркаций Фейгенбау-
ма удвоения периода устойчивых предельных цик-
лов и неполный субгармонический каскад бифурка-
ций устойчивых циклов в соответствии с порядком
Шарковского, аналогичный начальной стадии кас-
када бифуркаций циклов, изображенного на рис. 1.
Цикл удвоенного периода существует в системе (6)
при c=�0,53, цикл периода 8 — при c = �0,5370,
аттрактор Фейгенбаума — при c = �0,5382, цик-
лы периодов 7 и 5 из субгармонического каскада
Шарковского — при c = �0,54205 и c = �0,54293,
соответственно.

Найденным решениям системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (6), записанной от-
носительно фазовых переменных (u, y, v), соответ-
ствуют бегущие волны в системе уравнений с част-
ными производными (5). На рис. 3 изображены бе-
гущие со скоростью c вдоль пространственной оси x
волны v(x), соответствующие циклу периода 5 (ввер-
ху) при c = �0,54293 и сингулярному аттрактору
с хаотическим поведением (внизу) при c = �0,5425.

Заключение

В работе показано, что система дифференци-
альных уравнений с частными производными типа
ФитцХью—Нагумо с фиксированными значениями
параметров может иметь бесконечное число различ-
ных устойчивых волновых решений, бегущих вдоль

пространственной оси с произвольными скоростя-
ми, а также бегущие импульсы и бесконечное число
различных режимов диффузионного хаоса (химиче-
ской или биологической турбулентности). Эти ре-
шения порождаются каскадами бифуркаций циклов
и сингулярных аттракторов в соответствии с теорией
ФШМ в трехмерной системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, в которую переходит си-
стема уравнений типа ФитцХью—Нагумо при со-
ответствующей автомодельной замене переменных.
При этом бифуркационным параметром, не входя-
щим явно в исходную систему уравнений, являет-
ся величина скорости распространения возмущений
вдоль пространственной оси.
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