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1. Блок «ECONOMY»

Рассматривается системное пространство с стра-
новыми индексами n 2 [1,N], в каждом элементе
(стране) которого размещается K секторов, произ-
водящих K единиц продукции.

1.1. Производящая экономика

(модуль «P»)

Для формирования производственных функций
воспользуемся понятием отраслевой производствен-
ной единицы. Напомним, что производственная еди-
ница, расположенная в стране n и принадлежащая
сектору k, выпускает единицу продукции, используя
при этом λ

k(n, t) работников (т. е. «живого» труда) в

момент времени t (λk(n, t) является вещественной

переменной). Величина λk(n, t) является характери-
стикой технологического уровня производства. Чем
меньше требуется затрат «живого» труда, тем техно-
логичнее производство [11].

Сектор k будем характеризовать распределени-
ем gk(λk, n, t) производственных единиц по техно-� Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проект №11–07–00092).

логиям. Очевидно, что величина λ
k(n, t) не может

быть равной нулю и бесконечности. Для каждого
сектора диапазон возможных значений λk(n, t) обо-

значим Λk
= [λk�, λk+]. Здесь предполагается, что

интервал Λk не зависит от страны и времени.

Поэтому потенциально возможное количество
единиц продукции, которое может произвести сек-
тор k в стране n

M
k(n, t) =

Z
Λk

g
k(λ, n, t)dλ. (1)

PS: ./fig-eps/08-1.eps

Рис. 1. Распределение производственных

единиц по технологиям
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Переменную Mk(n, t) будем называть производствен-
ной мощностью и измерять в натуральных единицах
(количество единиц продукции). Представим распре-

деление gk(λk, n, t) в виде:

g
k(λk, n, t) = M

k(n, t)ψk(λk, n, t), (2)

где ψk(λk, n, t) — функция технологической структу-

ры нормирована.
В качестве таковой будем использовать функцию

технологической структуры с параметром bk(n, t)
следующего вида:

ψ
k(λk, n, t) = [bk(n, t)]2 λk exp [�bk(n, t)λk],

k 2 [1,K], n 2 [1,N].
(3)

График этой функции показан на рис. 2a. Измене-
нием одного параметра, а именно bk(n, t), можно
перемещать график вдоль оси λ. Для стран с разви-
той рыночной экономикой производственные еди-
ницы имеют высокий технологический уровень, т. е.
затраты живого труда невелики.

В этом случае график функции технологической
структуры с параметром bk1(n, t) смещается влево
(рис. 2б). Напротив, если рыночные механизмы на-
ходятся в процессе внедрения в экономическую си-
стему, то существует довольно большое количество
производственных единиц с невысоким технологи-
ческим уровнем, т. е. со значительным использо-
ванием живого труда. На рис. 2в показан график
функции технологической структуры с параметром
bk2(n, t), смещенный вправо (bk1(n, t) > bk2(n, t)).

В рыночной экономической среде функциониру-
ют не все производственные единицы, а только рента-
бельные. Доход производственной единицы определя-
ется ценой pk(n, t) единицы продукции. Цены на про-
дукцию устанавливаются на региональных товарных
рынках, и предполагаются равновесными (p�k(n, t))
или близкими к ним. Расходы зависят от производст-

Scale = 0.9881

PS: ./fig-eps/08-2.eps

Рис. 2. Примеры функций технологической структуры

венных и непроизводственных затрат. Производствен-
ные затраты определяются технологическими долями
продукции других секторов, используемых для произ-
водства продукцииданного сектора, иихценами.Будем
полагать, что непроизводственными затратами являет-
ся заработная плата работников и прибыль. В результа-
те можно записать следующее условие рентабельности:

[1�βk(n, t)]p�k(n, t)�� KX
j=1,j 6=k

α
k,j(n, t)p�j(n, t)�λk(n, t)wk(n, t)>0,

k2 [1,K], n2 [1,N],

(4)

где� αk,j(n, t) — доля продукции j-сектора в про-
дукции k-сектора (отраслевые технологические
коэффициенты),� w
k(n, t) — заработная плата,� β
k(n, t) — норма прибыли.

Тогда порог рентабельности можно представить в сле-
дующем виде:

λ�k(n, t) =
[1� βk(n, t)]p�k(n, t)

wk(n, t)
�� KP

j=1, j 6=k

αk,j(n, t) p�j(n, t)
wk(n, t)

. (5)

Итак, в рыночной экономической среде могут
существовать производственные единицы, которые
используют количество работающих, меньшее, чем
λk�(n, t) (см. рис. 1). Рентабельные производствен-
ные единицы в k-секторе имеют выпуск

Y k(n, t) = Mk(n, t)Φk
�
λ�k(n, t), n, t�, (6)

где

Φk
�
λ
�k(n, t), n, t� =

λ�k(n,t)Z
λk� ψ

k(λ, n, t) dλ. (7)

Выпуск измеряется в количестве единиц продукции.
Для функций технологической структуры (3)

имеем:

Φk(λ�k(n, t), n, t) = 1� exp
��bk(n, t)λ�k(n, t)��� �1 + b

k(n, t)λ�k(n, t)�. (8)

В производственном процессе k-го сектора ис-
пользуются трудовые ресурсы

Rk
E(n, t) = Mk(n, t)Ψk

�
λ�k(n, t)�, (9)

где

Ψk(λ�k(n, t)) =

λ�k(n,t)Z
λk� λ ψ

k(λ, n, t) dλ. (10)
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Определим индекс безработицы в виде:

ν
k(n, t) =

Kw(n, t)� KP
k=1

Rk
E(n, t)

Kw(n, t)
. (11)

Для функций технологической структуры (3)
имеем:

Ψk
�
λ�k(n, t), n, t� =

=
2

bk(n, t)

�
1� exp

��bk(n, t)λ�k(n, t)���� λ
�k(n, t) exp ��bk(n, t)λ�k(n, t)��� �bk(n, t)λ�k(n, t) + 2

�
. (12)

Равенства (6), (9) определяют связь выпуска Y k(n, t)

с производственной мощностью Mk(n, t) и потреб-

ными трудовыми ресурсами Rk
E(n, t), и тем самым—

производственную функцию k-сектора с учетом поро-
га рентабельности, который непосредственно связан
с уровнем технического прогресса в отрасли.

Заметим, что в определение региональной про-
изводственной функции входит производственная
мощность Mk(n, t), которая меняется во времени
с скоростью релаксации τP . Обозначим

αP =
1

τP
.

Переменная αP имеет размерность [1/ед. времени]
и αP = 0, 2.

Изменение по времени производственной мощ-
ности характеризуется относительной скоростью, ко-
торая пропорциональна потокам амортизации (за
счет естественного старения) и обновления (за счет
инвестиций), т. е.:

dMk(n, t)

dt
= αPM

K(n, t)
��θk(n)� µ

k(n)MK(n, t) +

+ σ
k(n)Ik(n, t)

�
, n 2 [1,N], (13)

где Ik(n, t) [ед. стоимости] — инвестиции, θk(n) [без-

размерный], µk(n) [1/ед. продукции] — коэффици-

енты, характеризующие процесс старения, и σ
k(n)

[1/ед. стоимости] — коэффициент эффективности
инвестиций.

Если инвестирование осуществляется из соб-
ственных средств (прибыли) отрасли, то

Ik(n, t)=̺k(n)p�k(n, t)Y k(n, t)=

=̺k(n)p�k(n, t)Mk(n, t)Φk(λ�k(n, t),n, t), (14)

где ̺k(n) — доля прибыли, направляемая на инве-
стиции в собственную отрасль.

Система уравнений (13) моделируется системой
разностных уравнений с шагом h = 1 год:

Mk(n, t+ 1) = Mk(n, t) + α̃PM
k(n, t)�

���θk(n) +M
K(n, t)

��µk(n)+

+ σk(n)̺k(n)p�k(n, t)Φk(λ�k(n, t), n, t)��, (15)

n 2 [1,N],

где α̃P = hαP = 0,2 — безразмерная величина, ха-
рактеризующая временной масштаб.

Итак, входными переменными модуля «P» явля-
ются:� wk(n, t) — заработная плата;� αk,j(n, t), (k, j) 2 [1,K] — технологические ко-

эффициенты;� βk(n, t) — норма прибыли;� ̺
k(n) — доля прибыли, направляемая на инве-

стиции;� θ
k(n), µk(n) — коэффициенты функции амор-

тизации;� σ
k(n) — коэффициент эффективности инвести-

ций;� bk(n, t) — параметр функции технологической
структуры;� p�k(n, t) — равновесные цены.

Выходом модуля «P» являются:� Mk(n, t) — производственные мощности;� Y
k(n, t) — выпуски;� R
k
E(n, t) — потребные трудовые ресурсы;� νk(n, t) — индекс безработицы;� R
k
UE(n, t) — количество безработных;� λ
k(n, t) — порог рентабельности.

1.2. Обмен товарами (модуль «Ex»)

Процессы обмена товарами между секторами и
странами имитируются модулем «Ex», в котором ис-
пользуется идея описания таких обменных процес-
сов последовательностью локально-стационарных
состояний [1]. Здесь она будет развита на случай,
когда обменные потоки приобретают дополнитель-
ный, а именно, отраслевой индекс k, присвоенный
соответствующему сектору экономики. Это означа-
ет, что рассматриваются отраслевые межстрановые
потоки товаров (ресурсов) fk(n, i, t) [кол. ресурса/
ед. времени] и соответствующие им априорные ве-

роятности ak(n, i, t) стохастического распределения
порций товара k-го сектора между странами n и i.

Поскольку стохастические распределения ре-
лаксируют к состоянию локального равновесия за
время τex, то распределение количеств обменивае-
мых товаров

yk(n, i, t) = τexf
k(n, i, t), (n, i) 2 [1,N]. (16)

74 Труды ИСА РАН. Том 62. 1/2012



Структура вероятностной макросистемной демо-экономической модели

Порции k-го товара, производимого в регионе n,
«выбирают» регион i с априорной вероятностью

a
k(n, i, t) = τexα

k(n, i, t),

где

α
k(n, i, t) =

dak(n, i, t)

dt
(17)

— интенсивность априорной вероятности. При этом

NX
i=1

a
k(n, i, t) = 1,

а
NX
i=1

αk(n, i, t) 6= 1.

Если потоки f
k(n, i, t) известны, то априорные

вероятности

ak(n, i, t) =
fk(n, i, t)

N,KP
(m, j), s

fk(n, i, t)

,

(n, i) 2 [1,N], k 2 [1,K].

(18)

Если потоки не известны, а априорные вероятности
известны, то для определения потоков используется
макросистемная модель формирования отраслевых
межрегиональных распределений количеств обме-
ниваемых товаров за время τex . С учетом равенств
(17), ансамбль всевозможных распределений харак-
теризуется локальной энтропией

H̃(F , τex, t) = �τex KX
k=1

NX
n, i=1

f
k(n, i, t) ln

fk(n, i, t)

eαk(n, i, t)
.

(19)

В этом выражении fk(n, n, t) — поток товара, кото-
рый остается в месте его производства, т. е. в реги-
оне n.

Локально-стационарное распределение

F
�(t) =

�
f
�k(n, i, t) j (n, i) 2 [1,N], k 2 [1,K]

	
соответствует

max
F

H(F , τex, t), (20)

при соблюдении балансовых условий:

τex

NX
i=1

KX
k=1

f
k(n, i, t)= ǫn(t)

KX
k=1

Y
k(n, t), n2 [1,N];

(21)
и ограничений на транспортные издержки:

τex

NX
n, i=1

KX
k=1

f
k(n, i, t)dk(n, i) =

= g

NX
n=1

KX
k=1

Y k(n, t)p�k(n, t), n 2 [1,N]; (22)

g =
cst

ptr
. (23)

В этих равенствах� g — доля транспортных издержек в суммарном
доходе;� p�k(n, t) — равновесные страновые цены на k-й
ресурс;� ǫn(t) — доля участвующих в обмене товаров,
производимых в регионе n в момент времени t

(безразмерная величина);� ptr — цена единицы транспортной работы;� cst — системная доля транспортных расходов;� d
k(n, i) — условные расстояния между регионам

n и регионом i 6= n для сектора k, dk(n, n) = 0.

Условные расстояния

d
k(n, i) = l

k(n, i)d(n, i), (24)

где d(n, i) — географическое расстояние между «цен-
трами тяжести» регионов n и i, измеренное в км;
lk(n, i) — элементы матрицы отраслевых связей:

l
k(n, i)=

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
1, если секторы k в регионах n, i

участвуют в экономическом
обмене;

0, если секторы k в регионах n, i
не участвуют в экономическом
обмене.

(25)

Длярешения задачи (20)–(23) воспользуемся усло-
виями оптимальности в терминах функции Лагранжа:

L(F ,τex)=H(F ,τex)+

+

NX
n=1

λn

�
ǫn(t)

KX
k=1

Y k(n, t)�τex NX
i=1

KX
k=1

fk(n, i, t)

�
+

+χτex

�
g

NX
n=1

KX
k=1

Y k(n, t)p�k(n, t)�� NX
n, i=1

KX
k=1

f
k(n, i, t)dk(n, i)

�
, (26)

где λn , χ (n 2 [1,N]) — множители Лагранжа.
Из условий стационарности функции Лагранжа

получаем, что локально-стационарные потоки с уче-
том (17) имеют вид:

f
�k(n, i, t) = ǫ̃n(t)

KX
k=1

Y
k(n, t)

ak(n, i, t)vd
k(n,i)

NP
j=1

KP
s=1

as(n, j, t)vd
s(n,j)

,

a
k(n, i, 0) =

1

N2 +K
, (n, i) 2 [1,N], k 2 [1,K].

(27)
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В этих равенствах

ǫ̃kn =
ǫkn

τex
, v = exp (�χ)

— экспоненциальные множители Лагранжа, опре-
деляемые из следующей системы уравнений:

NX
n=1

� NX
i=1

KX
k=1

a
k(n, i, t)vd

k(n,i)�
d
k(n, i)�� g̃Y

k(n, t)p�k(n, t)�� = 0. (28)

где g̃ = g/τex — поточная доля транспортных издер-
жек в суммарном доходе. Априорные вероятности

ak(n, i, t+ 1) =
f�k(n, i, t)

N,KP
(m, j), s

f�s(m, j, t)

. (29)

Из равенств (27)–(28) видно, что для определения

потоков f�k(n, i, t) необходимы значения выпусков

Y
k(n, t) и равновесных цен p

�k(n, t), которые фор-
мируются в следующем модуле.

Итак, входными переменными модуля «Ex» явля-
ются:� ǫn(t) — потоковая доля выпуска, используемая

в обмене товарами;� g — доля транспортных издержек в суммарном
доходе;� Y
k(n, t) — выпуск;� p
�k(n, t) — равновесные цены;

Выходом модуля «Ex» являются� f
�k(n, i, t), (n, i) 2 [1,N], k 2 [1,K] — межре-

гиональные потоки обменов товарами.

1.3. Цены (модуль «Pr»)

Процесс ценообразования имеет наименьшее
время релаксации среди основных процессов в де-
мо-экономической системе. Поэтому будем рассмат-
ривать его стационарное состояние, и следователь-
но, равновесные региональные цены.

Формирование равновесных региональных цен
на товары и ресурсы происходит в рыночной среде,
где балансируется спрос и предложение.

Напомним общую конструкцию товарного ре-
гионального рынка. Произведенные в регионе n то-
вары k-го сектора предлагаются на региональных
рынках 1, . . . , n�1, n+1, . . . ,N поценам pk(1, t), . . . ,

p
k(n� 1, t), pk(n+ 1, t), . . . , pk(N, t). Поэтому объем

потока предложения k-х товаров

Gk(n, t) =

NX
i=1

pk(i, t)f�k(n, i, t), n 2 [1,N], (30)

где f�k(n, i, t) — стационарное значение потока k-х
товаров из региона n в регион i. Размерность потока
предложения Gk(n, t) — (ед. стоимости/ед. времени).

Поток спроса (измеряется также в ед. стоимо-

сти/ед. времени) в регионах 1, . . . ,N на k-е товары
имеет вид:

D
k(n, t)=

=

NX
i=1

pk(i, t)γk(n, i)Y k(i, t)+wk(n, t)Rk
E(n, t),

n 2 [1,N],

(31)

где γk(n, i) — территориальные технологические ко-
эффициенты, характеризующие доли k-го товара,
произведенного в i-й стране в производстве этого
же товара в n-й стране, Y k(i, t) — выпуск k-го то-

вара, произведенного в стране i, wk(n, t) — заработ-

ная плата и R
k
E(n, t) — потребность в рабочей силе

в k-м секторе в n-й стране, соответственно. Пер-
вая компонента в последнем равенстве описывает
производственный спрос, а вторая — непроизвод-
ственный спрос.

Баланс между спросом и предложением дает сле-
дующую систему уравнений для определения вектора
равновесных цен

p
�k(t) = fp�k(1, t), . . . , p�k(N, t)g

на товары k-го сектора:

U
k(t)pk(t) = b

k(t),

p�k(t) = [Uk]�1(t)bk(t) > 0,
(32)

где (N �N)-матрица Uk(t) имеет элементы

u
k
n,i(t) = f

�k(n, i, t)� γ
k(n, i)Y (i, t), (33)

вектор bk(t) имеет компоненты

b
k
n(t) = w

k(n, t)Rk
E(n, t), n 2 [1,N]. (34)

Равновесие региональных цен существует, если ком-
поненты вектора p�k(t) > 0 (32), где хотя бы одно
неравенство строгое. Если это условие не выполня-
ется, имеет смысл рассматривать квазиравновесные
цены, которые приближают спрос к предложению
на минимальное расстояние:

J
k(p) = kGk �D

kk =

NX
n=1

� NX
i=1

p
k(i, t)

�
f
�k(n, i, t)�� γk(n, i)Y k(i, t)

�� wk(n, t)Rk
E(n, t)

�2

. (35)

По определению цены являются положительными
величинами, значения которых лежат в интервале:

0 < pk�(n) 6 pk(n, t) 6 pk+(n), n 2 [1,N], (36)
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где: pk�(n), pk+(n) — значения нижнего и верхнего
уровня цен.

Итак, квазиравновесные цены для k-го сектора

p
�k

= arg min
�
J
k(p)j0 < p

k� � p
k � p

k
+

�
. (37)

Итак, входными переменными модуля «Pr» явля-
ются:� γ

k(n, t) — территориальные технологические
коэффициенты;� Y
k(n, t) — выпуск;� f
�k(n, i, t) — стационарное распределение меж-

страновых потоков товаров;� w
k(n, t) — заработная плата;� R
k
E(n, t) — спрос на рабочую силу.

Выходом модуля «Pr» является� p
�k(n, t) — равновесные цены.

1.4. Выход блока «ECONOMY»

В качестве характеристик состояния экономики
стран приняты три показателя:� индекс душевого доход ω(n, t), измеряемый

в 1/чел.;� индекс душевого ВВП ϑ(n, t), измеряемый
в 1/чел.;� индекс безработицы ν(n, t), измеряемый
в % к предложению рабочей силы.

Заметим, что эти показатели являются средними
по секторам экономики. Рассмотрим процедуры их
вычисления через переменные, в терминах которых
описывается многосекторная, пространственно рас-
пределенная экономика.

Определим средний по секторам доход работа-
ющих следующим выражением:

Ω(n, t) =
1

K

KX
k=1

w
k(n, t)Rk

E(n, t). (38)

Средняя по секторам равновесная цена

p
�(n, t) =

1

K

KX
k=1

p
�k(n, t). (39)

Тогда индекс душевого дохода определим следую-
щим равенством:

ω(n, t) =
Ω(n, t)

p�(n, t)K(n, t)
. (40)

Индекс душевого ВВП определяется как среднее
по секторам стоимостное выражение душевого ВВП:

ϑ(n, t) =

1

K

KP
k=1

p�k(n, t)Y k(n, t)

K(n, t)
. (41)
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