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Численные 
методы решения 

Построение нижней оценки стоимости 

бесконечного опциона Марграбе∗ 
Посторение нижне й оценк и стоимости бесконечно го опциона Марграбе 

Д. Л. МУРАВЕЙ 

Аннотация. Рассматривается задача построения нижней оценки опциона Марграбе. 

Искомая нижняя оценка ищется как решение краевой задачи для эллиптического 

уравнения в полуплоскости. 
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Введение
∗∗∗∗ 

Бесконечный опцион Марграбе представляет со-
бой ценную бумагу, держатель которой имеет право 
её предъявления в любой момент времени с целью 
обмена одного актива на другой. Случай конечного 
времени рассматривался в [1] и [2]. В данной статье 
строится нижняя оценка, основанная на следующем 
пороговом решающем правиле: опцион предъявляет-
ся только в тот момент, когда отношение стоимостей 
двух активов достигает заданного порога. Искомая 
оценка будет получена как величина максимума 
свёртки непрерывной граничной функции с функцией 
Грина эллиптического уравнения в полуплоскости. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим модель финансового рынка, где бан-
ковская процентная ставка r  не зависит от времени 
t , а стоимости активов ( ), 1,2iS t i =  удовлетворяют 

уравнениям геометрического броуновского движе-
ния: ( )( ) ( ) ( )i i i i idS t S t dt dz tα σ= + , где 0iσ >  — во-
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латильности активов, а ( ) 0iz t >  — стандартные ви-

неровские процессы с коэффициентом корреляции 
ρ , | | 1ρ < . Пусть 0iδ >  — интенсивности выплаты 

дивидендов. Будем рассматривать риск-нейтральную 
модель рынка, для которой ,   1,  2i ir iα δ= + = , что 

означает равенство доходности инвестора по депозит-
ному вкладу и средней доходности каждого актива, 
включая дивиденды. Предположим, что получаемые 
по активу дивиденды немедленно реинвестируются, то 
есть на них покупаются новые акции такого же типа.  

Пусть в начальный момент времени 0t =
 
выпус-

кается опцион на обмен одного актива на другой по 
цене исполнения K , — с правом предъявления в 
любой момент времени t . Без ограничения общно-
сти предположим, что второй актив обменивается на 
первый. Тогда платёж по опциону равен 

  ( )1 2 1 2( ( ), ( )) ( ) ( )f S t S t S t S t K
+

= − −
.  

Обозначим через (0),  1,2i iS S i= =  — начальные 

стоимости активов. Тогда стоимость опциона 1 2( , )V S S  
может быть определена как  

 

( )
{ }

( ) ( )
'

'
1 2 1 2, sup exp ( ) ( )  ,

T

С S S E rT S t S t K
+

 = − − − 
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где { }'T  — множество всех решающих правил 

предъявления [3. Т. 2]. Введём следующий класс па-
раметрических пороговых решающих правил: для 
числа c  определим правило остановки cT : опцион 

предъявляется только в том случае, когда процесс

1

2

( )
( )

( )

S t
p t

S t
=  впервые достигает границы 1

2

S
c

S
> . 

При использовании правила cT  средний приведён-

ный платёж по опциону равен  

 ( ) [ ]1 2 1 2, , exp( ) ( ( ), ( )) .c c cF S S c E rT f S T S T= −   

В силу того, что множество правил { }cT  является 

подмножеством { }'T , то нижнюю оценку стоимости 

можно определить как ( ) ( )1 2 1 2, sup , ,
c

F S S F S S c= . 

2. Формулировка основного результата 

Основной результат данной работы состоит в том, 
что величина ( )1 2, ,F S S c  найдена в явном виде, что 

позволяет применять численные методы для поиска 

супремума ( )1 2sup , ,
c

F S S c . В свою очередь, нахож-

дение ( )1 2, ,F S S c  сводится к решению краевой зада-

чи для общего эллиптического уравнения с постоян-
ными коэффициентами в бесконечной полуплоско-
сти. Для этого уравнения построена функция Грина и 
найдены классы существования и единственности.  

Доказательство основного результата имеет сле-
дующую структуру: в начале изучается эллиптиче-
ское уравнение в бесконечной полуплоскости. Вво-
дится понятие граничного потенциала и строится 
функция Грина в явном виде. Далее рассматривают-
ся специальные классы граничных функций, в них 
доказываются теоремы существования и единствен-
ности. После этого в явном виде ищется решение 
исходной задачи. 

2. Постановка краевой задачи 

Из формулы Ито [3, т. 2] и уравнения Беллмана 
можно вывести, что функция ( )1 2, ,F S S c  является 

решением краевой задачи: 

 

( )

1 1 2 2 1 2

1 2

2 2
2 '' 2 '' ''1 2

1 2 1 2 1 2

' '
1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 2

0,  ,

, , ( ) , .

S S S S S S

S S

S F S F S S F

S F S F rF S cS

F S S c S S K S cS

σ σ
ρσ σ

α α

+


+ + +


+ + − = <


= − − =



 

Сделаем замены переменных: 

 
2

1 2 1 2ln ,  ,  ( , ) ( , , ),  1, 2,
2

i

i i i ix S H x x F S S c i
σ

α α= = − = =ɶ  

и получим следующую краевую задачу (см. рис. 1): 

 ( )

( )

1 1 2 2 1 2 1

2

1 2

2 2
'' '' '' '1 2

1 2 1

'
2 1 2

1 2 2 1 1

2 2
0, , ,

( , ) , ln .

x x x x x x x

x

x x

H H H H

H rH x x

H x x e e K x x c

σ σ
ρσ σ α

α ∞

+


+ + + +


+ − = ∈Π


= − − = −



ɶ

ɶ  (1)

 

 

Рис. 1 

Задача (1) — краевая задача для эллиптического 
уравнения в косой полуплоскости ΠΠΠΠ∞ . При заменах  

1 2 2 1
1 2

ln
,   ,    ( , ) ( , )

2 2
xx x x x c

x y H x x e V x y
+ − +

= = =
 

уравнение (1) перейдёт в задачу (2) в прямой полу-

плоскости ˆ { ,   0 }x yΠΠΠΠ∞ = −∞ < < +∞ ≤ ≤ +∞ : 

 ( )

( ) ( )

2 '' '' 2 ''
1 1 2 2 1

2

1/ 2 1/ 2
0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆˆ ˆ 0,  , ,

| ,  , ,

def

xx xy yy x

y

x

y

LV V V V V

V rV x y

V c c Ke x

σ ρσ σ σ α

α ∞

− −
= +

 = + + + +


+ − = ∈


= − − ∈ −∞ +∞


ΠΠΠΠ  (2)

 Непосредственно проверяется, что коэффициен-
ты уравнения  

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

2 2
1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
ˆ ˆ,  ,

2 2 2 2

ˆ ,
( ) 4(1 )

ˆ ˆ,  ,
2 2

2
ˆ ,

2 8
r

σ σ ρσ σ σ σ ρσ σ
σ σ

σ σ
ρ

σ σ ρ σ σ

α α ρσ σ α α
α α

δ δ σ σ ρσ σ

+ + + −
= =

−
= −

− + −

+ + −
= = −

+ + −
= +

 (3) 
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удовлетворяют следующим условиям:  

 1 2
ˆˆ ˆ ˆ, , 0, 1.rσ σ ρ> <

 

В качестве метода решения задачи (2) предлагается 
использовать метод граничных потенциалов 

0( , )P x x y∞ − , которые являются специальными ре-

шениями уравнения ˆ 0LP∞ =  в полуплоскости Π̂ΠΠΠ∞ . 
 

3. Построение потенциала 

и функции Грина 

Определим потенциал 0( , )P x x y− : 

 
0

( , ) lim ( , ),j jP x x y P x x yεε

∞ ∞

→
− = −  (4) 

где 0( , )P x x yε
∞ −  является обобщённым решением 

следующей краевой задачи:  

 0( )
0 0

ˆ 0,

| ( ),  
 |  0 .      

x x
y

y

LP

P e x x

P

ε
ε

ε

ε

θ− −
=

=+∞

 =


= −
 =


 (5) 

Здесь 0( )x xθ −
 
—

 
функция Хевисайда  

( 0( ) 0x xθ − =  при 0x x<  

и 0( ) 1x xθ − =  при 0x x≥ ). 

Введём оператор Фурье:  

( , ) ( , ) ( , ).
def

i xFU x y e U x y dx v yξ ξ
+∞

−∞

= =∫  (6) 

Найдём значения 0( , )FP x x yε
∞ −

 
на границах 0,y =  

y = +∞ :  

 
0

0, 0,( ,0) ,   ( , ) 0. 
i x

e
v v

i

ξ

ε εξ ξ
ε ξ

= +∞ =
−

 (7) 

Применяя преобразование Фурье к оператору 

L̂Pε , получим уравнение  

 

2
2
2 2 1 22

2 2
1 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ( 2 )
( )

ˆˆ ˆ( ) 0.

d v dv
Lv i

dydy

i r v

ε ε
ε

ε

σ α ξρσ σ

σ ξ ξα

= + − −

− + + =

ɶ

 (8) 

Тогда, для ( , )v yε ξ  имеем граничную задачу (9): 

 
0

0,

( ,0) ,

( , ) 0.

i x

Lv

e
v

i

v

ε
ξ

ε

ε

ξ
ε ξ

ξ

 =



=
−

 +∞ =


ɶ

 

 

(9) 

Решая задачу (9) находим ( , )v yε ξ :  

 ( ) ( )

0

2 2 2 2
2 1 2 2 1 2 2 1 1

2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 4

ˆ2

( , )

1
exp

.

i x

i i i r
y

v y

i

ε

ξ

α ξρσ σ α ξρσ σ σ σ ξ ξα

σ

ξ

ε ξ


 −


 − + − + + +  −  
  

=

=
−

 

 

 (10) 
Заметим, что функция ( , )v yε ξ  аналитична в 

комплексной плоскости за исключением полюса 
iξ ε= −

 
и двух точек ветвления, которые являются 

решениями уравнения  

( ) ( )2 2 2 2
2 1 2 2 1 1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 0i i rα ξρσ σ σ σ ξ ξα− + + + = . 

По формуле обращения потенциал Pε
∞  равен  

 
[ ]1

0

1
( , ) ( , ) ( , ) ,

2
i xP x x y F v y e v y dξ

ε ε εξ ξ ξ
π

+∞
∞ − −

−∞

− = = ∫
 

откуда [ ]1
0

0
( , ) lim ( , )P x x y F v yεε

ξ∞ −

→
− = . 

Обозначая за 1
0 0

2

ˆ ˆ
( , )

ˆ
s x y x x y

ρσ
σ

= − + , получаем: 

[ ]

( ) ( )

2
2
2

ˆ

ˆ2
1

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 42 1 2 2 1 1
exp ( , )0 2ˆ2 2

( , )
2

y

i i r

i s x y y

i

e
F v y

d

α

σ

ε

α ξρσ σ σ σ ξ ξα
ξ

σ

ε ξ

ξ
π

ξ

−

−

 
− + + + 

 −
 +∞   

−
−∞

= ×

× ∫

  

(11) 
Сделаем замены: 

 

1 2

1 2
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11 2

22
2 2 2 2 1 2

2 2 2
1 2

1 2

1 2
2

1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
,

ˆ ˆ2 (1 )ˆ ˆ ˆ2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ4 ,   

ˆ ˆˆ(1 )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ2 (1 )

i

a r

α ρα
σ σξ

ξ
σ ρσ σ ρ

σ α ρα
α σ

σ σρ

α ρα
σ σ

β
σ ρ

−

= −
−−

 
= + + −  −

−

=
−

ɶ

 

Учитывая замену 

2 1
02

2 2

ˆ ˆ ˆ
( )

ˆ2

2
1 2 ˆˆ ˆ2 2 1

y
x x y

v
e e

C

α ρσ
β

σ σ

π σ σ ρ

− − − −

=
⋅ −

, 

1
0, ( , )F v yε ξ−     

примет вид:  
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[ ]1

2
1 2

1
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21 2
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ɶ

ɶ ɶ

 

Обозначая за ( )ε ξΦΦΦΦ ɶ подынтегральную функцию 

в [ ]1 ( , )F v yε ξ− , и далее, пользуясь теоремой о вы-

четах и леммой Жордана (см. рис. 2), получаем:  
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где 22 1 2 1
1 2

2
1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 1

ˆˆ 1
i iε

ρα σ σ α
ξ σ σ ρ ε

σ ρ

− +
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−
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Рис. 2 

Вычисляя все интегралы и вычет, получаем вы-
ражение для потенциала: 
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Продифференцируем потенциал в смысле обоб-
щённых функций, далее в работе будет показано, что 

полученное выражение 0
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∂

 

будет являться функцией Грина в некоторых классах 
граничных функций. 
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Непосредственно проверяется, что потенциал 

0( , )P x x y∞ −  непрерывен во всей области Π̂ΠΠΠ∞ , не 

включая границы. 

4. Классы существования 

и единственности 

Рассмотрим эллиптическое уравнение в беско-

нечной полуплоскости Π̂ΠΠΠ∞  с произвольной гранич-
ной функцией ( )xϕ :  

 

( )

( )

( )

2
2
2

2 '' '' 2 ''
1 1 2 2

1 2

0

ˆ

ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ 0,    

ˆ , ,

| ( ),       

  , ,

lim ( , ) 0,       

    , .

def

xx xy yy

x y

y

y

y

LV V V V

V V rV

x y

V x

x

e V x y

x

α

σ

σ ρσ σ σ

α α

ϕ

ΠΠΠΠ∞

=

−

→+∞


 = + + +

+ + − =

 ∈


=


∈ −∞ +∞

 =
 ∈ −∞ +∞

 

(12) 

Теорема 1. В классе граничных функций  

 
2, 2

0M С Bα= ∩ ,  

где 2,
С

α  — класс функций, у которых вторая произ-
водная принадлежит классу Гёльдера с показателем 
α , а 2B  — класс функций, ограниченных вместе со 
своими производными до второго порядка включи-
тельно, решение задачи (12) будет дважды диффе-
ренцируемым по обоим переменным (т. е. будет 
классическим решением), единственно и представи-
мо в виде свёртки 

 

0 0

0 0 0

( , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) .

V x y x G x x y

x G x x y dx

ϕ

ϕ

∞

∞

= ∗ − =
+∞

= −
−∞
∫  (13) 

Доказательство. Для доказательства теоремы 1 
требуется последовательно доказать три утвержде-
ния: дважды дифференцируемость свёртки, спра-

ведливость равенств ˆ 0LV =  и 0| ( )yV xϕ= =  во 

внутренности и на границе области Π̂ΠΠΠ∞  соответст-
венно, и единственность построенного решения.  

Докажем сначала дважды дифференцируемость 

свёртки. Рассмотрим ( )( )n

x
G ϕ∞ ∗  — n-ю производ-

ную по х, где 0,1, 2n = . Непосредственно проверя-
ется, что она представима в виде: 

( )

( )

2
2
2
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y
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 
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Докажем абсолютную сходимость интегралов в  

( )( )n

x
G ϕ∞ ∗

 
— это будет означать непрерывность 

частных производных по х и самой свёртки G ϕ∞ ∗ . 
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1

0

1
( ),  Re ,Re 0

(см. [4, 3.381.4])           

xx e dxν µ
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Абсолютная сходимость второго интеграла дока-
зывается аналогично. Заметим, что отсюда также 
следует, что на бесконечности свёртка растёт не бы-

стрее чем 

2
2
2

ˆ

ˆ2

y

e

α

σ
−

. Непрерывность производных по 
переменной y  и смешанной производной доказыва-

ется аналогично.  

Докажем теперь справедливость равенств ˆ 0LV =  
и 0| ( )yV xϕ= = . Легко показать, что функция Грина 

является слабым решением задачи (12), то есть ра-

венство ˆ 0LG
∞ =  понимается в следующем смысле: 

в любой замкнутой подобласти ΩΩΩΩ  полуплоскости 

Π̂ΠΠΠ∞  выполняется следующее соотношение:  

( )
0
2ˆ ˆ ˆ0 , , 0,

0,1,

LG z C G L z G L zdxdy

i

ΩΩΩΩ
ΩΩΩΩ

∞ ∞ ∗ ∞ ∗= ⇔ ∀ ∈ = =

=

∫∫

 

где L̂∗  — сопряжённый оператор, а 
0
2C  — класс 

функций, имеющих непрерывные вторые производ-
ные и принимающие ноль на границе области. Рас-
смотрим скалярное произведение 

( ) ( )ˆ ˆ,

ˆ 0.

G L z G L zdxdy

G L zdxdy

ϕ ϕ

ϕ

ΩΩΩΩ
ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ

∞ ∗ ∞ ∗

∞ ∗

∗ = ∗ =

= ∗ =

∫∫
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По определению сопряженного оператора 

 ( )( ) ( )ˆ ˆ, , 0.L G z G L zϕ ϕ
ΩΩΩΩΩΩΩΩ

∞ ∞ ∗∗ = ∗ =  

По доказанному выше, свёртка Gϕ ∞∗  имеет 

классические производные до второго порядка 

включительно. В силу этого, ( )L̂ Gϕ ∞∗  непрерывен 

и ограничен в любой подобласти ΩΩΩΩ , следовательно, 

( )ˆ 0L Gϕ ∞∗ =  в любой подобласти ΩΩΩΩ . А это и оз-

начает, что 0Gϕ ∗
 
является классическим решением. 

Справедливость же равенства 0| ( )yV xϕ= =  проверя-

ется непосредственной подстановкой в функцию 
Грина значения 0y = .  

Доказательство единственности проведём от 
противного. Предположим, что существуют два ре-
шения задачи (12) 1 2V V≠ . Обозначим их разность 

за 1 2U V V= − . Тогда U  является решением сле-

дующей краевой задачи: 

 

2 2
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1 2
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Непосредственно проверяется, что решением 
этой задачи является тождественный ноль и моди-
фицированные функции Бесселя vI  и vK , которые, 

как известно (см. например [4]), экспоненциально 
растут vI  — на бесконечности, а vK  — нуле, при-

чём vI  растёт быстрее чем 

2
2
2

ˆ

ˆ2

y

e

α

σ
−

. Следовательно, 

разность 1 2V V−  растёт на бесконечности быстрее 

чем 

2
2
2

ˆ

ˆ2

y

e

α

σ
−

, либо тождественно равна нулю. Пользу-
ясь условием на бесконечности в (12) получаем, что 

1 2 0V V− ≡ , что и означает единственность решения. 

Теорема доказана. 

5. Решение исходной задачи 

В исходной задаче (2) граничная функция  

 ( )1/2 1/ 2 .xc c Ke− −

+
− −  

— непрерывная, ограниченная и бесконечно диффе-
ренцируемая функция за исключением одной точки 

1/ 2 1/2

ln
c c

x
K

−−
= . Функции такого вида всегда мож-

но представить как сумму двух функций — одна из 
которых принадлежит описанному выше классу 0M , 

а другая является финитной функцией, которая име-
ет одну точку разрыва производной. По аналогии с 
классом 0M  можно доказать, что в таком классе фи-
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нитных функций решение будет уже обобщённым 
(см. например [5]) так же будет единственно и пред-
ставляет собой свёртку (13). Исходя из этого, реше-
ние задачи (2) имеет вид: 

 

( )01/2 1/ 20
0

( , )
( , ) .xP x x y

V x y c c Ke dx
x

∞
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∂ −

= − −
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∫
 

Вычисляя свёртку, получаем ответ: 
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где  
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α σ
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В следующей таблице приведена серия вычисли-
тельных экспериментов с различными начальными 
данными. Оптимизация велась методом сеточных 
вычислений с использованием пакета Mathcad. lowF  

и highF
 
— нижняя и верхние оценки. Остальные на-

чальные параметры задачи  

 1 2 0,01,  0,05,  3.r Kδ δ= = = =  

1S
 2S

 1σ
 2σ

 
ρ  с  

lowF
 highF  

12 7 0,2 0,1 0,5 4,2 5,717 5,773 

22 7 0,2 0,1 –0,5 7,5 14,718 14,764 

3 3 0,1 0,1 0,9 1,75 0,229 0,269 
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