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Введение

Проблема оценивания характеристик моделей
по наблюдениям их входа и выхода (моделей дан-
ных) является по-прежнему актуальной, несмотря
на обилие методов, развитых в математической ста-
тистике [1], [2], эконометрике [3], финансовой мате-
матике [4], теории распознавания образов [5] и дру-
гих научных дисциплинах.

Методы, разработанные в указанных научных
дисциплинах, базируются на двух фундаментальных
гипотезах, относящихся к моделям и к данным. От-
носительно моделей предполагается, что они име-
ют вполне определенные (будем называть их детер-
минированными), но с неизвестными значениями,
и не доступные прямому измерению характеристи-
ки (параметры). Что касается данных, то их ста-
тистические свойства декларируются, а количество
предполагается достаточным для получения оценок
параметров моделей.

Обоснования возможностей применение этих
гипотез при решении прикладных задач оказыва-
ются весьма затруднительным, а часто и невозмож-
ным. Если иметь в виду данные, то их всегда не-

достаточно и к тому же достоверность их вызы-
вает серьезные сомнения. Параметризация модели,
т. е. обозначение в ней определенного набора пара-
метров, возникает из компромисса между уровнем
знаний об исследуемом объекте, сложностью их ма-
тематической формализации и достаточностью дан-
ных. В этой ситуации гипотеза о детерминирован-
ности характеристик модели кажется излишне жест-
кой и не отвечающей реальным ситуациям. Кро-� Работа поддержана РФФИ (проект № 11-07-00065).

ме того, нужно иметь в виду, что оценка значений
характеристик (параметров) модели осуществляет-
ся по наблюдаемым конечным массивам входных
и выходных данных, объем которых и их досто-
верность, как правило, невелики. Если относиться
к массивам данных как к случайным объектам, то
и оценки параметров приобретают свойства случай-
ных переменных.

Поэтому естественным образом возникает пред-
ложение рассматривать параметрымоделикак случай-
ные величины. Это предложение приводит к транс-
формации модели данных с детерминированными
параметрами в модель данных со случайными пара-
метрами, которую будем называть рандомизирован-

ной моделью данных (РМД). В РМД случайные пара-
метры характеризуются функциями плотности рас-
пределения вероятностей (ПРВ), принадлежащими
заданному классу. Поэтому для РМД нужно опре-
делять, используя данные, не оценки значений па-
раметров, а оценки функции ПРВ этих параметров.

При этом следует иметь ввиду, что кроме недо-
статочности объемов массивов входных и выходных
данных, элементы как входных, так и выходных мас-
сивов содержат случайные ошибки, которые также
характеризуются функциями ПРВ из соответствую-
щих классов для входных и выходных данных. Функ-
ции ПРВ случайных ошибок также неизвестны, и их
нужно как-то определить.

Данная работа ориентирована на развитие ме-
тодов оценивания функций плотности распределе-
ния вероятностей параметров рандомизированных
моделей данных и измерительных шумов в условиях

недостаточного объема данных. Предлагается стро-
ить оценки указанных ПРВ, максимизируя их сум-
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марную энтропию при заданных РМД, классах ПРВ
и моделях наблюдений. Преимущества энтропийно-
го критерия для построения оценок ПРВ основыва-
ются на общих методологических принципах и ин-
терпретациях, которые связывают энтропию с одной
стороны, с информацией и энергией (по крайней
мере для физических систем), а с другой — с мерой
неопределенности. Получаемое при максимизации
энтропии решение трактуется как решение, наилуч-
шее при максимальном уровне неопределенности
[6]. Если принять за свойство робастности уровень
неопределенности, измеряемый значениями энтро-
пийной функции, то ее максимизация дает робаст-
ные оценки указанных ПРВ. Эти оценки не зависят
от других элементов из заданных классов ПРВ [7].

1. Рандомизированные модели данных

и их числовые характеристики

Рассмотрим статический параметризованный
объект, про которыйизвестны двумерныймассив вход-
ных данных — матрица Z, c размерностью (s � n),
где s — количество измерений входа, n — коли-
чество параметров объекта; и одномерный массив
выходных данных — вектор u, размерности s.

Связь между указанными массивами характе-
ризуется рандомизированной моделью данных (РМД),
которая состоит из

— модели связи «вход Z — выход y», описы-
ваемой заданным s-мерным оператором F с пара-
метрами a в виде:

y = F[Z, a]; (1)

— модели измерений:

Z = X + η, v = y + ξ, (2)

где X — матрица идеальных измерений входа.
В этих выражениях:

a — случайный вектор параметров с незави-
симыми компонентами ai, i = 1, n, которые
принимают значения в интервалах Ai, i = 1, n;

(s � n)-матрица η имеет независимые случай-
ные элементы ηji , имитирующие шумы изме-
рений входа, принимающие значения в интер-
валах Eji, j = 1, s, i = 1, n;

s-мерный вектор ξ имеет независимые случай-
ные компоненты ξj , имитирующие шумы из-
мерений выхода, принимающие значения в ин-
тервалах Qj, j = 1, s.

Будем различать два класса РМД в зависимости
от того, как характеризуются ее случайные компо-
ненты.

1. РМД-PWQ. В РМД данного класса ее случай-
ные компоненты (параметры и шумы) предполага-
ются вещественными числами в соответствующих
интервалах, на которых определены функции плот-
ности распределения вероятностей (ПРВ):

– для случайных параметров

P(a) =

nY
i=1

pi(ai), ai 2 Ai = [a�i , a+

i ]; (3)

– для шумов измерений входа

W(η) =

sY
j=1

nY
i=1

wji(ηji),

ηji 2 Eji = [η�ji, η+

ji ];

(4)

– для шумов измерений выхода

Q(ξ) =

sY
j=1

qj(ξj), ξj 2 Ξj = [ξ�j , ξ+

j ]. (5)

Указанные ПРВ случайных параметров и шумов
подлежат оцениванию, используя наблюдения X, u,
РМД (1), (2) и априорную информацию об ука-
занных ПРВ. Последняя формализуется как в тер-
минах априорных ПРВ параметров P̂(a) и шумов

Ŵ(η), Q̂(ξ), так и в описаниях классов ПРВ.
Рассмотренная РМД генерирует ансамбль слу-

чайных векторов v. Поэтому для учета наблюдений
необходимо использовать числовые характеристики
этого ансамбля. В качестве таковых воспользуемся
моментами компонент вектора выхода РМД v:

m
(k)

= fM(vk
1), . . . ,M(vk

s)g, (6)

где k — порядок момента,M(vk
j)=

Z
a2A),η2E,ξ2Xi

�
Fj[X+η,a]+ξj

�k
dadηdξ,

j=1,s.

(7)

Далее будут использоваться моменты первого
порядка, т. е. средние значения компонент выхода
РМД:

v =

Z
a2A),η2E,ξ2Xi

(F[X + η, a] + ξ) dadηdξ. (8)

2. РМД-pwq. В РМД данного класса ее случай-
ные компоненты (параметры и шумы) также пред-
полагаются вещественными числами, принадлеж-
ность которых к соответствующему интервалу ха-
рактеризуется некоторой вероятностью.

Так, параметры a1, . . . , an принимают значения
в интервалах A1, . . . ,An с вероятностями p1, . . . , pn

соответственно. Вероятности pi 2 [0, 1], i = 1, n.
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Аналогично, элементы матрицы шумов измерений
входа ηji принимают значения в интервалах Eji

с вероятностями wji 2 [0, 1] соответственно; и ком-
поненты шумов измерений выхода ξj принимают
значения в интервалах Ξj с вероятностями qj 2 [0, 1]

соответственно. Здесь j = 1, s, i = 1, n. Априор-
ные значения указанных вероятностей обозначим
p̂i, ŵji, q̂j .

РМДрассматриваемого класса, также как иРМД-
PWQ, воспроизводит ансамбль случайных векторов
v, генерируя случайные параметры с вероятностями
p, компоненты шумов измерений выхода с вероят-
ностями q и элементы матрицы шумов измерения
входа с вероятностями W.

В качестве числовой характеристики ансамбля,
генерируемого РМД рассматриваемого класса, бу-
дем использовать, следуя [3], квазимомент первого
порядка, который основан на следующем преобра-
зовании переменных (параметров и компонент шу-
мов):

a=a
�

+Lap, η=η
�

+Lη�W, ξ= ξ
�

+Lξq, (9)

где

La, Lξ — диагональные матрицы, элементы ко-
торых длины соответствующих интервалов:

L
i
a = a

+

i � a
�
i , L

j

ξ = ξ
+ � ξ

�,
i = 1, n, j = 1, s;

(10)

Lη — матрица длин интервалов Eji :

L
ji
η = η

+

ji � η
�
ji, i = 1, n, j = 1, s; (11)� — знак поэлементного умножения.

Преобразование (9) можно интерпретировать
как замена случайных параметров и шумов их «ква-
зисредними» значениями.

Подставляя (9) в (1), (2) получим выражение
для квазимомента первого порядка выхода РМД-
pwq через вероятности p, W, q:

ṽ=F
�
X+ (η�+Lη�W),a�+Lap

�
+ξ

�
+Lξq. (12)

2. Принципы робастного

энтропийного оценивания

Поскольку объектом оценивания являются функ-
ции плотности распределения вероятностей, то вве-
дем не функцию, а функционал правдоподобия, мак-
симизация которого по всем функциям ПРВ из за-
данного класса и при наличии информации о входе
и выходе РМД определит наилучшую оценку.

Рассмотрим процедуру формирования функци-
онала правдоподобия для оценивания ПРВ парамет-
ров РМД (1), (2) 1.

1 Для ПРВ шумов вводится аналогично.

Обозначим P(a j u, Z) — условная ПРВ пара-
метров a при наблюденных выходе u и входе Z . Сле-
дуя [2], введем логарифмическое отношение прав-
доподобия (ЛОП) в следующем виде:

ϕu,Z(a) = ln

�
P(a j u, Z)

P0(a)

�
. (13)

Отсюда видно, что ЛОП является неслучайной функ-
цией случайного аргумента (параметров) при фик-
сированных входе Z и выходе u.

1. Функционал правдоподобия L определим, ис-
пользуя операцию осреднения функции ЛОП (13):L[P(a j u, Z)] =

Z
a2A P(a j u, Z)ϕu,Z(a)da. (14)

Нетрудно заметить, учитывая выражение функ-
ции ϕ (13), что функционал правдоподобия, взя-
тый со знаком минус, представляет собой обоб-
щенный энтропийный функционал Больцмана ( [9],
[10], [11]). Последний имеет много интерпретаций.
В частности, она трактуется как «расстояние» между
ПРВ P(a j u, Z) и P

0(a) [12], или как мера неопреде-
ленности ПРВ P(a j u, Z) [13] по отношению к ПРВ

P
0(a) [14], или как мера робастности, т. е. степе-

ни инвариантности ПРВ P(a j u, Z) по отношению
к наблюдениям [8]. Воспользуемся последней трак-
товкой функционала энтропии для построения оце-
нок ПРВ.

Учитывая, что компоненты вектора параметров
и шумов независимые (3)–(5), определим функцио-
нал энтропии для указанных ПРВ в виде:H[P(a, W(η), Q(ξ) j u, Z)] =

= � nX
i=1

Z
ai2Ai

pi(ai) ln
pi(ai)

p0
i (ai)

dai �� sX
j=1

nX
i=1

Z
ηji2Eji

wji(ηji) ln
wji(ηji)

w0
ji(ηji)

dηji �� sX
j=1

Z
ξj2Xij

qj(ξj) ln
qj(ξj)

q0j(ξj)
dξj. (15)

Здесь Ai, Eji, Ξj — множества определения компо-
ненты вектора параметров ai , элементов матрицы
шумов измерений входа ηji и компонент вектора
шумов измерений выхода ξj соответственно.

Если функции pi(ai), wji(ηji), qj(ξi) — дискрет-
ные и их ординаты представляют собой вероятности
попадания случайных величин ai, ηji, ξj в соответ-
ствующие множества Ai, Eji, Ξj , то функционал эн-
тропии трансформируется в функцию — обобщен-
ную информационную энтропию Больцмана [11],
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которая принимает следующий вид:

H[p, W, q j u, Z] = � nX
i=1

pi ln
pi

p0
i

�� sX
j=1

nX
i=1

wji ln
wji

w0
ji

�� sX
j=1

qj ln
qj

q0j
. (16)

Напомним, что в равенства (15), (16) входят услов-
ные ПРВ и условные вероятности при фиксирован-
ном наблюдаемом входе Z и выходе u исследуемого
объекта.

ПоэтомуоценкиПРВдолжныопределяться с уче-
том наблюдений Z, u и связей между ними, описы-
ваемой моментными характеристиками РМД-PWQ
(6), (7) или квазимоментом первого порядка (квази-
среднего) для РМД-pwq (12).

2. Sk
PWQ-робастная энтропийная оценка функций

плотности распределения вероятностей параметров
pi(ai) (i = 1, n) и функций плотности распреде-
ления вероятностей компонент шумов измерений
wji(ηji), qj(ξj) i = 1, n, j = 1, s) определяется реше-
нием следующей задачи:H[P(a, W(η), Q(ξ) j u, Z)]) max, (17)

при условии, что плотности распределения вероят-
ностей принадлежат к� классу S = P[Q[W, (18)

где P,Q,W — классы ПРВ параметров, вход-
ных и выходных шумов соответственно;� и выполняется баланс между k-моментным вы-
ходом РМД-PWQ v и наблюдаемым массивом
данных u:�Mf[F(k)(X0 + η)] + ξ

(k)g�(1/k)

= u. (19)

Функционал энтропии H[P(a, W(η), Q(ξ) j u, Z)] оп-

ределяется выражением (15). В равенстве (19) F(k) —

оператор с компонентами F
k
j и ξ

(k) — вектор с ком-

понентами ξ
k
j , j = 1, s.

3. S 1̃
pwq-робастная энтропийная оценка функций

распределения вероятностей параметров pi (i=1,n),
и функций плотности распределения вероятностей
компонент шумов измерений wji, qj i = 1, n, j =

1, s) определяется решением следующей задачи:

H[p, W, q j u, Z)]) max, (20)

при условии, распределения вероятностей принад-
лежат к

� классу

S = P
[

Q
[

W, (21)

где P, Q, W — классы В параметров, входных
и выходных шумов соответственно;� и выполняется баланс между квазисредним вы-
ходом РМД-pwq ṽ и наблюдаемым массивом
выходных данных u:

F
�
X + (η� + LηW), (a� + Lap

�
+ ξ

�
+ Lξq = u.

(22)

Энтропия H[p, W, q j u, Z)] определяется выражени-
ем (16).

3. Структурные свойства оценок S1

PQ для

степенной РМД-PQ.

Рассмотрим статическую РМД следующего вида:

y(t) =

NX
k=1

hx(k)(t), aki, v = y + ξ. (23)

В этом равенстве h�i — знак скалярного произве-

дения, a
(1)

= fa1, . . . , ang — вектор случайных па-
раметров с неизвестной функцией ПРВ P(a). Век-

торы a
(k), k > 1 содержат компоненты — степе-

ни соответствующих компонент вектора a
(1) , т. е.

a
(k)

= fak
1, . . . , a

k
ng. Переменные v, y — измеряемый

и идеальный выходы РМД, ξ — аддитивный шум.
Последний характеризуется соответствующей ПРВ
Q(ξ), которая также неизвестна.

Параметры и компоненты шума измерений вы-
хода независимые (3), (5), и принимают значения
в соответствующих интервалах. Предполагается, что
вход измеряется точно, т. е. шумы η = 0.

Для построения оценок функций ПРВ p1(a1),
. . ., pn(an) и q(ξ1), . . ., qs(ξs) используются изме-
рения, из которых формируется вектора y и v (2)
размерности s. Предположим, что априорная ин-
формация отсутствует, т. е. P

0(a) = Q(ξ) = const.
Входными измеряемыми переменными явля-

ются векторы x
(1) , . . ., x(N) , из компонент которых

формируются матрицы

X
(k)

=

0BBB�x
(k)
11 � � � x

(k)
1,n� � � � � � � � �

x
(k)
s,1 � � � x

(k)
s,n

1CCCA , k = 1, N. (24)

Итак, с учетомизмерений, РМД-PQможно пред-
ставить в следующем виде:

y =

NX
k=1

X
(k)
a
(k),

v = y + ξ. (25)
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Рассмотрим задачу (17)–(19), представив ее в сле-
дующем виде:H[p(a), q(ξ)] =

= � nX
i=1

Z
ai2Ai

pi(ai) ln pi(ai)dai�� sX
j=1

Z
ξj2Ξj

qj(ξj) ln qj(ξj)dξj ) max,

(26)

при ограничениях:

Di[pi(ai)] = 1� Z
ai2Ai

pi(ai)dai = 0,

Tj[qj(ξj)] = 1� Z
ξ2Ξj

qj(ξj)dξj = 0,

i = 1, n, j = 1, s; (27)

Φj[p(a), q(ξ)] =

NX
k=1

nX
i=1

x
(k)
ji

Z
ai2Ai

a
k
i pi(ai)dai +

+

Z
ξ2Ξj

ξjqj(ξj)dξj � uj = 0, j = 1, s. (28)

Под структурными свойствами S1
PQ-оценки по-

нимается вид робастного семейства функций плотнос-
ти распределения вероятностей параметров и шума.
Оказывается, что имеет место следующий результат.

Теорема. S1
PQ-оценки p̂i(ai), (i = 1, n), q̂j(ξj),

j = 1, s функций плотности распределения вероят-

ностей параметров и шумов измерений имеют следу-

ющую структуру:

p̂i(ai) � πi exp (� NX
k=1

αika
k
i ), i = (1, n);

q̂j(ξj) � κj exp (�ωjξj), j = (1, s), (29)

где πi, αi и κj, ωj — коэффициенты.

Доказательство этого утверждения основано на
необходимых условиях оптимальности в задаче (26)–
(28) максимизации функционала энтропии H[p(a),
q(ξ)] (26) при ограничениях функционального типа
(27), (28). Эти условия формулируются в терминах
вариаций δL функционала Лагранжа L:L[p(a),q(ξ) jλ,ε,θ]=H[p(a),q(ξ)]+

+ hλ,D[p(a)]i+ hε,T[q(ξ)]i+ hθ,Φ[p(a),q(ξ)]i. (30)

В этом выражении λ, ε, θ — множители Лагранжа.
Представим функции p(a) и q(ξ) виде линей-

ной комбинации функций p̂(a), q̂(ξ), являющихся

решением задачи (26)–(28), и произвольных функ-
ций h(a) 2 P и l(ξ) 2 Q:

pi(ai) = p̂i(ai) + βihi(ai),

qj(ξj) = q̂j(ξj) + γjlj(ξj),

i = 1, n, j = 1, s, (31)

где βi, γj —коэффициенты. Тогда необходимые усло-
вия стационарности функционала Лагранжа по пря-
мым переменным — функциям p(a), q(ξ) можно
сформулировать в следующем виде:

∂L
∂βi

j(βi=0) = 0,
∂L
∂γj

j(γj=0) = 0,

i = 1, n, j = 1, s.

(32)

В результате получаем систему из n+s интегральных
уравнений:Z

ai2Ai

hi(ai)(� ln p̂i(ai)� 1� λi �� sX
j=1

θj[

NX
k=1

x
(k)
ji a

k
i )dai = 0,Z

ξ2Ξj

lj(ξj)
�� ln q̂j(ξj)� 1� εj � θjξj

�
dξj = 0,

i = 1, n, j = 1, s. (33)

Для выполнения этих интегральных условий при
любых функциях hi(ai), lj(ξj), необходимо и доста-
точно, чтобы:� ln p̂i(ai)� 1� λi � sX

j=1

θj

NX
k=0

x
(k)
ji a

k
i = 0,� ln q̂j(ξj)� 1� εj � θjξj = 0,

i = 1, n, j = 1, s. (34)

Отсюда S1
PQ-оценки функций плотности распреде-

ления вероятностей приобретают следующий вид:

p̂i(ai) = exp

0��1� λi � NX
k=1

sX
j=1

θjx
(k)
ji a

k
i

1A ,

q̂j(ξj) = exp
��1� ǫj � θjξj

�
,

i = 1, n, j = 1, s. (35)

Обозначая

πi = exp (�1� λi), αik =

sX
j=1

θjx
(k)
ji ,

κj = exp (�1� εj), ωj = θj, (36)

получим утверждение теоремы. Из (35) видно, что
функций плотности распределения вероятностей оп-
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ределены с точностью до констант (36), которые
зависят от множителей Лагранжа λ, ε, θ. Для того
чтобы они стали S1

PQ-оценками нужно найти такие
значения указанных множителей Лагранжа, при ко-
торых выполняются ограничения (27), (28). Однако
также можно видеть, что от конкретных значений
множителей Лагранжа структура оценок не зависит.
Она определяется структурой РМД (23). На рис. 1–
4 показаны примеры оценок ПРВ параметров. Для
линейной РМД S1

PQ-оценка ПРВ параметров всегда
экспоненциального типа, что иллюстрирует рис. 1.
Наблюдения входа и выхода не влияют на струк-
туру оценки: форма ПРВ всегда экспоненциальная,
но с различным затуханием. Для нелинейных РМД
структура S1

PQ-оценка ПРВ параметров более разно-
образная и зависит от наблюдений входа и выхода.
На рис. 2–4 показаны оценки ПРВ для квадратич-
ной, квадратично-линейной и кубической РМД-PQ.

Scale = 0.5

PS: ./fig-eps/popkov-2-1.eps

Рис. 1. p(a1, a2) = exp (�0,3a1 + 2,5a2)

Scale = 0.5

PS: ./fig-eps/popkov-2-2.eps

Рис. 2. p(a1, a2) = exp(4a1 � a
2
1 + a2)

Scale = 0.5

PS: ./fig-eps/popkov-2-3.eps

Рис. 3. p(a1, a2) = exp(4a1 � a
2
1 + 6a2 � a

2
2)

Scale = 0.5

PS: ./fig-eps/popkov-2-4.eps

Рис. 4.

p(a1, a2) = exp(0,5a1 + 3,5a2 + 2a2
1 � a

3
1 � 0,2a2

2 � 0,2a3
2)

4. Структурные свойства оценок S 1̃

pq ПРВ

линейной РМД-pwq

Рассмотрим линейную РМД-pwq с шумами из-
мерений входа и выхода:

y = Xa, v = y + ξ, (37)

где векторы идеального выхода y, измеряемого вы-
хода v и шума измерений выхода ξ имеют размер-
ность s (количество наблюдений); матрица X имеют
размерность (s � n), случайный вектор параметров
a имеет размерность n. Параметры и шумы при-
нимают значения в соответствующих интервалах,
что позволяет применить преобразование (9), (12)
и воспользоваться выражением для квазимомента
1-го порядка выхода РМД-pwq (37):

ṽ = XLap + Lξq + K(a�, ξ�), (38)
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где

K(a�, ξ�) = Xa
�

+ ξ
�. (39)

Пусть имеется априорная информация про распре-
деления вероятностей параметров и шумов в виде

априорных распределений p
0, q0 . Тогда S 1̃

pq-оценка
есть решение следующей задачи максимизации эн-
тропии (для класса нормированных вероятностей):

H(p, q) = � nX
i=1

pi ln
pi

p0
i

�� sX
j = 1qj ln

qj

q0j
) max . (40)

при условиях нормировки вероятностей:

nX
i=1

pi = 1,

sX
j=1

qj = 1; (41)

и баланса реальных наблюдений с квазимоментом
первого порядка выхода РМД-pq:

nX
i=1

xjiL
i
api + L

j

ξqj + Kj = uj, j = 1, s. (42)

Данная задача относится к классу задач энтропийно-
линейного программирования, и ее решение стро-
ится с использованием необходимых условий опти-
мальности в терминах функции Лагранжа:

L(p, q, λ, ε, θ) = H(p, q) + λ(1� nX
i=1

pi)+

+ ε

�
1� sX

j=1

qj

�
+

sX
j=1

θj

�
uj�� nX

i=1

xjiL
i
api � L

j
ξqj �Kj

�
. (43)

Имеем следующую систему уравнений, опреде-
ляющие энтропийно-оптимальные вероятности p̂, q̂:

0 6 p̂i(θ) =

p0
i exp

�� sP
j=1

θjx̃ji

�
nP

i=1

p0
i exp

�� sP
j=1

θjx̃ji

� 6 1,

x̃ji = L
i
api, i = 1, n, (44)

0 6 q̂j(θ) =

q0j exp
��θjL

j

ξ

�
sP

j=1

q0j exp
��θjL

j

ξ

� 6 1,

j = 1, s,

и соответствующие иммножители Лагранжа θ1, . . .,θs :

Φj(θ)
1

uj

nX
i=1

xjiL
i
ap̂i(θ) + L

j

ξq̂j(θ)+ Kj = 1,

j = 1, s.

(45)

Рассмотрим случай, когда вместо условия (41)
введены интервальные ограничения:

06pi 61, i=1,n; 06 qj 61, j=1,s. (46)

Тогда S 1̃
pq-оценка есть решение следующей задачи

максимизации энтропии (обобщенной информаци-
онной энтропии Ферми—Дирака [11]):

H(p, q) = � nX
i=1

�
pi ln

pi

̺0
i

+ (1� pi) ln (1� pi)

��� sX
j = 1

�
qj ln

qj

ρ0
j

+ (1� qj) ln (1� qj)

�) max,

(47)

при условии

nX
i=1

xjiL
i
api + L

j
ξqj + Kj = uj, j = 1, s, (48)

где

̺i =
p0

i

1� p0
i

, ρ
0
j =

q0j

1� q0j
. (49)

Используя технику множителей Лагранжа, по-
лучим следующую систему уравнений для определе-
ния оценок вероятностей p, q:

0 6 p̂i(θ) =

p0
j exp

 � sP
j=1

θjx̃ji

!
1 + p0

j exp

 � sP
j=1

θjx̃ji

! 6 1, i = 1, n,

0 6 q̂j(θ) =

q0j exp
��θjL

j
ξ

�
1 + q0j exp

��θjL
j

ξ

� 6 1, j = 1, s; (50)

и множителей Лагранжа θ1, . . . , θs :

Φj(θ) =
1

uj �Kj

nX
i=1

θjx̃jip̂i(θ)+ L
j

ξq̂j(θ) = 1, 1, s.

(51)

Поскольку оценки вероятностей p и q аналитически
выражаются через множители Лагранжа θ, то фак-
тически нужно решать только систему уравнений
(45) или (51). Для этого можно использовать муль-
типликативный алгоритм следующего вида [11]:

z
h+1
j = z

h
j Φ̃j(z

h),

zj = exp (�θj), z
0
j > 0, j = 1, s.

(52)
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Следует отметить, что оценки вероятностей, ко-
торые получаются в результате решения задач (40)–
(41), (47)–(49) могут отличаться (при определенных
условиях) по величине энтропии (обобщенной эн-
тропии Больцмана) (40).

Условия и соотношения между оптимальны-
ми значениями энтропии (40) для указанных задач
определяются теоремой 2. Прежде чем формулиро-
вать ее, введем некоторые обозначения:

H(p, q) = H(w), w = (p, q); (53)

ŵ1 — оптимальные оценки в задаче (40)–(41), ŵ2 —
оптимальные оценки в задаче (47)–(49);

Π=fw :06w61g � Π̃=fw : hp,1i, hq,1ig. (54)

Терема 2. Между максимальными значениями эн-

тропии в задачах (40)–(41) и (47)–(49) имеет место

следующее соотношение

H(ŵ1) 6 H(ŵ2),

причем равенство достигается только в случае ŵ1 =

wabs , где wabs — точка абсолютного максимума эн-

тропии.

Доказательство. Энтропия (40) является стро-
го вогнутой функцией с единственным абсолют-
ным максимумом в точке w

� . Обозначим ̺1(w
�, w1)

и ̺1(w
�, w2) — евклидовы расстояния между точка-

ми абсолютного максимума и точками, соответству-
ющими оптимальным оценкам в задачах (40)–(42)
и (47)–(49). В силу (54) между указанными рассто-
яниями имеет место очевидное соотношение:

̺1(w
�), w1) > ̺1(w

�), w2). (55)

Из строгой вогнутости энтропии (53) следует утвер-
ждение теоремы.
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