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Введение

Как известно [1, 2], построение стабилизирую-
щей статической линейной обратной связи по состо-
янию для линейных систем может быть осуществле-
но путем переформулировки задачи к виду линей-
ных матричных неравенств (LMI) с последующей
проверкой их разрешимости.

При практической реализации к регуляторам
и переходным процессам в замкнутых системах предъ-
являются разнообразные инженерные требования к
степени устойчивости, времени затухания, колеба-
тельности, величине перерегулирования и пр. Од-
ним из наиболее значимых практических требова-
ний является ограниченность ресурса управления,
поэтому при синтезе естественно накладывать те
или иные ограничения на величину управляюще-
го воздействия. Несмотря на то, что в литературе
имеются многочисленные результаты по так назы-
ваемому управлению с насыщением [3–6], в насто-
ящей работе рассматриваются лишь линейные огра-
ниченные управления. Управление с насыщением
обладает до определенной степени большей гибко-
стью, прежде всего потому, что определено на всем
пространстве, но при этом не является линейным,
что значительно усложняет анализ. Мы сосредото-
чимся на линейном ограниченном управлении, которое
определено лишь в некоторой конечной области фа-
зового пространства. Такое «упрощение» постанов-
ки задачи позволяет напрямую применять технику
линейных матричных неравенств и получать про-
стые вычислительные алгоритмы.

Еще одно важнейшее требование, предъявляе-
мое к замкнутой системе, — заданная степень устой-

чивости. Это требование также может быть учтено
в рамках использумого нами подхода.

Интуитивно понятно, что (удаленные) началь-
ные условия могут вступать в противоречие с требо-
ванием ограниченности управления и желаемой сте-
пени устойчивости замкнутой системы. Конструк-
тивное описание условий на величины этих трех
параметров системы составляет одну из целей насто-
ящей работы. Оценка допустимой области «в про-
странстве» этих параметров будет получена в тер-
минах разрешимости системы линейных матричных
неравенств.

Совокупность решений этих LMI предоставляет
проектировщику множество допустимых регулято-
ров, удовлетворяющих всем перечисленным услови-
ям, поэтому естественно задаться целью отыскания
среди них оптимального по тому или иному крите-
рию качества. Одним из распространенных критери-
ев является квадратичный, который хорошо изучен
в рамках теории линейно-квадратичного управле-
ния (LQR) [7]. Однако LQR-задача не предполагает
наличия явного ограничения на управление и не мо-
жет быть точно решена в такой постановке. Напом-
ним, что в упрощенной формулировке LQR-задача
заключается в минимизации по всем линейным ста-
билизирующим регуляторам некоторого квадратич-
ного функционала с заданными весовыми матри-
цами. В [8] (см. также [9]) обсуждается обратная
задача: найти весовые матрицы, при которых задан-
ный линейный стабилизирующий регулятор являет-
ся оптимальным. Второй главный результат настоя-
щей работы лежит в русле такого подхода, а именно,
будет построен допустимый регулятор и предъявлен
специального вида квадратичный функционал, для
которого он будет оптимальным.

Труды ИСА РАН. Том 63. 2/2013 85



Численные методы решения М. В. Хлебников, П. С. Щербаков

Полученные в работе результаты обобщаются
в некоторых направлениях, таких как дискретное
времени, робастные постановки, когда матрица ди-
намики системы содержит неопределенность, огра-
ниченную в некоторой норме и др. Мы, однако,
не будем останавливаться на них, чтобы не нару-
шать целостности изложения материала.

1. Постановка задачи

Рассмотрим систему

ẋ = Ax+ Bu, x(0) = x0, (1)

с фазовым состоянием x 2 Rn и управлением u 22 Rm , где A 2 Rn�n , B 2 Rn�m ; пара матриц (A,B)
управляема, начальное условие x0 фиксировано.

Задача заключается в построении управления
в форме статической линейной обратной связи по со-
стоянию

u = Kx, K 2 Rm�n, (2)

которое стабилизирует замкнутую систему и вдоль
всей ее траектории удовлетворяет ограничениюk u(t) k6 µ (3)

при заданном уровне µ допустимых управлений.
При этом будет показано, что получающийся

регулятор оптимален в смысле минимума квадра-
тичного функционала (взвешенного функционала
энергии)

J =

1Z
0

xTRxdt,

в котором весовая матрица R является матрицей
функции Ляпунова для системы (1), замкнутой най-
денным регулятором (2).

В качестве основного технического средства бу-
дем использовать технику линейных матричных не-
равенств.

2. Предварительные сведения и результаты

Нам понадобятся следующие предварительные
результаты. Первый из них представляет собой не-
обходимое и достаточное условие (квадратичной)
стабилизируемости линейной системы (с помощью
линейной обратной связи по состоянию), выражен-
ное в терминах линейных матричных неравенств;
см., например, [1, 2].

Теорема 1. Если матрицы P̂ � 0 и Ŷ удовлетво-
ряют неравенству

AP + PAT + BY + Y TBT � 0, (4)

то регулятор (2) с матрицей

K̂ = Ŷ P̂�1
стабилизирует систему (1), а квадратичная форма

V (x) = xT P̂�1x
является функцией Ляпунова для замкнутой системы.

Для полноты картины приведем набросок до-
казательства этого результата. Замкнув систему (1)
обратной связью (2), приходим к замкнутой системе

ẋ = Acx, Ac = A+ BK. (5)

Как известно, квадратичная форма

V (x) = xTQx, Q � 0,

является функцией Ляпунова для системы (5) тогда
и только тогда, когда

V̇ (x) = x
T (ATcQ+QAc)x � 0

или
ATc Q+ QAc � 0.

Таким образом, должны найтись матрицы K и Q � 0
такие, что

(A+ BK)TQ+Q(A+ BK) � 0. (6)

Домножив неравенство (6) слева и справа на матри-

цу P = Q
�1 , получим
(A+ BK)P + P (A+ BK)T � 0

или
AP + PA

T
+ BKP + PK

T
B
T � 0.

Введем вспомогательную матричную перемен-
ную Y = KP , исключая переменную K . В силу
P � 0, матрица K восстанавливается единственным
образом:

K = Y P
�1.

В результате приходим к искомому матричному не-
равенству

AP + PA
T

+ BY + Y
T
B
T � 0,

линейному по переменным Y и P .
Из Теоремы 1 вытекает следующее важное со-

ображение. Рассмотрим эллипсоидE = fx 2 R
n : x

T
P̂
�1
x 6 1g

с центром в начале координат и матрицей P̂ . Тогда,
если начальное условие x0 системы (1), замкнутой

регулятором K̂ = Ŷ P̂
�1 , лежит в этом эллипсоиде,

то ее траектория будет оставаться в нем для всех
моментов времени; это следует из того, что квадра-
тичная форма xT P̂�1x является функцией Ляпунова
для данной системы. Это свойство будем называть

86 Труды ИСА РАН. Том 63. 2/2013



Ограниченное линейное управление, оптимальное по квадратичному критерию специального вида

инвариантностью полученного эллипсоида относи-
тельно начальных условий.

Для построения инвариантного эллипсоида, со-
держащего заданную начальную точку x0 , необходи-
мо потребовать, чтобы

x
T
0 P

�1
x0 6 1.

С помощью леммыШура [10, 2] этому соотношению
можно придать эквивалентный вид0�1 x

T
0

x0 P

1A � 0; (7)

полученное линейное матричное неравенство добав-
ляется к ограничению (4) в Теореме 1.

В следующей лемме дается достаточное усло-
вие выполнения ограничения на управление (3); оно
формулируется в виде линейного матричного не-
равенства относительно матричных переменных P

и Y , фигурирующих в Теореме 1.
Лемма 1 [1]. Пусть матрицы P � 0 и Y удовле-

творяют неравенству (4). Тогда выполнение линейного
матричного неравенства0�P Y

T

Y µ2I

1A � 0 (8)

гарантирует выполнение ограничения (3) внутри эл-
липсоида fx 2 R

n : xTP�1x 6 1g
для системы (1), замкнутой регулятором K = Y P

�1.
Таким образом, для построения квадратично

стабилизирующего регулятора при наличии ограни-
чения (3), Теорема 1 модифицируется следующим
образом: к неравенству (4), гарантирующему стаби-
лизацию замкнутой системы, добавляются линей-
ные матричные неравенства (7) и (8). При этом эл-
липсоид с полученной матрицей P̂ будет инвари-
антным, содержащим начальное условие x0 , а огра-
ниченность управления вдоль траектории гаранти-
руется условием (8).

Ясно, что не для всякого начального условия x0
управляемую систему можно стабилизировать управ-
лением заданного уровня. Вопрос о минимально
возможном значении величины µ решается следую-
щим образом.

Лемма 2. Пусть λ̂ — решение задачи полуопреде-
ленного программирования

λ! min

при ограничениях

AP + PAT + BY + Y TBT � 0,

0�1 x
T
0

x0 P

1A � 0,

0�P Y
T

Y λI

1A � 0,

где минимизация проводится по матричным перемен-
ным P = P

T 2 R
n�n, Y 2 R

m�n и скалярной перемен-
ной λ.

Тогда при

µ > µmin
.
=

p
λ̂

для системы (1) существует регулятор u = Kx, ста-
билизирующий замкнутую систему и удовлетворяю-
щий ограничению (3).

Замечание 1. Заменив неравенство (6) на

(A+ BK)TQ+Q(A+ BK) � �2σQ, σ > 0, (9)

мы гарантируем желаемую степень σ устойчивости
замкнутой системы:�max

i
Reλi(Ac) 6 σ.

Соответственно, неравенство (4) в формулировке
Теоремы 1 и ее модификаций заменяется на линей-
ное матричное неравенство

AP + PA
T

+ BY + Y
T
B
T � �2σP .

3. Основной результат

Итак, если матрицы P � 0 и Y удовлетворяют
неравенствам

AP + PA
T

+ BY + Y
T
B
T � �2σP ,0�1 x

T
0

x0 P

1A � 0,

0�P Y
T

Y µ2I

1A � 0

(где величина µ удовлетворяет лемме 3), то регуля-
тор (2) с матрицей

K = Y P
�1

стабилизирует систему (1) со степенью устойчивости
σ > 0; вдоль всей траектории системы выполнено
ограничение (3), а квадратичная форма

V (x) = xTP�1x
является функцией Ляпунова для замкнутой систе-
мы; в этом случае тройку (x0, µ, σ) будем называть
допустимой. Иными словами, мы получили характе-
ризацию совокупности допустимых троек парамет-
ров (x0, µ, σ) системы.

Далее, в силу (9) для всех x 2 R
n имеем

V̇ (x) = xT (ATc Q+QAc)x 6 �2σxTQx,
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откуда1Z
0

V̇ (x(t))dt = V (x(t))j10 = �xT0Qx0 6 �2σ 1Z
0

x
T
Qxdt

или 1Z
0

x
T
P
�1
xdt 6

1

2σ
x
T
0 P

�1
x0. (10)

Левая часть соотношения (10) представляет со-
бой так называемую обобщенную энергию системы,
см. [9]. Будем минимизировать ее оценку — правую
часть соотношения (10), нелинейную по перемен-
ной P . Введя скалярную переменную γ и пользуясь
леммой Шура, запишем неравенство

1

2σ
x
T
0 P

�1
x0 6 γ

в виде линейного матричного неравенства0�2σγ xT0

x0 P

1A � 0.

Поскольку минимизация величины 2σγ эквивалент-
на минимизации γ , приходим к следующему утвер-
ждению.

Теорема 2. Пусть P̂ � 0 и Ŷ — решение задачи
полуопределенного программирования

γ ! min

при ограничениях

AP + PA
T

+ BY + Y
T
B
T � �2σP ,0�P Y

T

Y µ2I

1A � 0,

0�γ x
T
0

x0 P

1A � 0,

где минимизация проводится по матричным перемен-
ным P = P T 2 R

n�n, Y 2 R
m�n и скалярной перемен-

ной γ , а величина µ удовлетворяет Лемме 2.
Тогда:
1) регулятор (2) с матрицей

K̂ = Ŷ P̂
�1

стабилизирует систему (1) с заданной степенью устой-
чивости σ, причем вдоль всей траектории системы
выполнено ограничение (3);

2) справедлива оценка1Z
0

x
T
P̂
�1
xdt 6

xT0 P̂
�1x0

2σ
, (11)

где квадратичная форма V (x) = xT P̂�1x является
функцией Ляпунова для замкнутой системы (1).

Замечание 2. Оказывается, что решение P̂ , Ŷ
задачи из формулировки Теоремы 2 обращает мат-
ричное неравенство

(A+ BK̂)T Q̂+ Q̂(A+ BK̂) � �2σQ̂, Q̂ = P̂�1,
в равенство. Это означает, что в равенство обращает-
ся и соотношение (11); таким образом, мы получаем
не оценку, а точное значение функционала.

Таким образом, основной результат Теоремы
заключается в следующем. Получен стабилизиру-
ющий регулятор, который удовлетворяет наложен-
ным ограничениям (на величину управления и сте-
пень устойчивости замкнутой системы) и предъяв-
лен квадратичный функционал, который миними-
зируется этим регулятором.

4. Пример

Рассмотрим систему вида (1) с матрицами

A =

0BBB�1 1 0

0 1 1

0 0 1

1CCCA , B =

0BBB�0

0

1

1CCCA ,

и начальной точкой

x0 =

0BBB�0, 2

0, 6

0, 2

1CCCA .

Scale = 0.8

PS: ./fig-eps/03-02-01.eps

Рис. 1. Оценка области существования допустимых

регуляторов.

На рис. 1 в плоскости параметров (σ, µ) пока-
зана область существования допустимых регулято-
ров (она ограничена снизу изображенной на рисун-
ке кривой), найденная в соответствии с Леммой 2.
Заметим, что в силу достаточности леммы мы полу-
чили оценку истинной области (т. е. для некоторых
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точек под кривой могут найтись допустимые регу-
ляторы).

При выборе точки

σ = 0, 2, µ = 9,

согласно Теореме 2 получаем матрицу функции Ля-
пунова

P̂ =

0BBB�5, 5559 �6, 6671 5, 5209�6, 6671 10, 4801 �12, 5761
5, 5209 �12, 5761 25, 5596

1CCCA ,

причем 1Z
0

x
T
P̂
�1
xdt = 2, 4862,

и стабилизирующий регулятор

K̂ =

��5, 0661 �7, 1017 �3, 6000� .

При этом корни замкнутой системы равны

λ1(A+BK̂) = �0, 2, λ2,3(A+BK̂) = �0, 2�j1, 6679.

Scale = 0.8

PS: ./fig-eps/03-02-02.eps

Рис. 2. Графики k u(t) k, k x(t) k и V (x(t))

На рис. 2 показано поведение величины k u(t) k
при найденном регуляторе K̂ (сплошная линия),
а также величины k x(t) k (пунктир) и построен-
ной функции Ляпунова V (x(t)) (точечная линия).

Все вычисления проводились в среде Matlab
с использованием программного пакета cvx [11].

Заключение

Предложен способ построения стабилизирую-
щей статической линейной обратной связи по со-
стоянию для линейной системы при заданных огра-
ничениях на управление. Поставленная задача све-
дена к задаче разрешимости системы соответству-
ющих линейных матричных неравенств. Отыскание
квадратичного функционала качества, оптимизиру-
емого допустимым управлением, сведено к задаче
полуопределенного программирования, легко реша-
ющейся численно.

Авторы признательны Б. Т.Поляку и А. Г. Алек-
сандрову за интерес к работе, плодотворные обсуж-
дения и полезные предложения.
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