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Рассматривается краевая задача

dX

dt
= A (t)X +XB (t) +XQ (t)X + F (t,X) , X(t) 2 R

n�n, (1)

X (0) = X(ω), (2)

где t 2 I , A, B, Q 2 C
�
I, R

n�n� , F 2 C
�
Dρ̃, R

n�n�. Предполагается, что матрица-функция F (t,X) в обла-
сти Dρ̃ = f(t,X) : t 2 I, kXk < ρ̃g удовлетворяет относительно Х условию Липшица (локально); F (t, 0)�0;
I = [0, ω] , ω > 0, 0 < ρ̃ 6 1.

При Q = 0 двухточечная краевая задача качественными методами исследовалась в работе [1], кон-
структивными методами [2] — в [3–5], с периодическими краевыми условиями — в [6–8]. В данной работе
используются конструктивные методы, изложенные в [2]. Полученные результаты представляют собой обоб-
щение и развитие соответствующих результатов, изложенных в [6-8].

Примем следующие обозначения:

Dρ =

n
(t,X) : t 2 I, kXk 6 ρ

o
, D =

n
X(t) : kXkC 6 ρ

o
, Ã (ω) =

ωZ
0

A(τ)dτ,

γ =

Ã�1(ω) , α = max
t
kA(t)k , β = max

t
kB(t)k , δ = max

t
kQ(t)k , h = max

t
kF(t, 0)k ,

φ (ρ) = γδω

�
1+

1

2
αω

�
ρ2 + γω

�
β + L+

1

2
αω (α+ β + L)

�
ρ+ γωh

�
1 +

1

2
αω

�
,

q (ρ) = γδω (αω+ 2) ρ+
1

2
γαω2 (α+ β + L) + γω (β + L) , kXkC = max

t
kX (t)k ,

где 0 < ρ < ρ̃, t 2 I , L = L (ρ) > 0 — постоянная Липшица для F (t,X) в области Dρ , k � k — подходящая
норма матриц, например, любая из норм, приведенных в [9, с. 21].

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:

det Ã (ω) 6= 0, (3)

φ (ρ) 6 ρ, (4)

q (ρ) < 1. (5)

Тогда в области Dρ решение задачи (1), (2) существует и единственно, при этом справедлива оценкаkXkC 6 6 φ (ρ) .
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Доказательство. Используя условие (3), сначала выведем матричное интегральное уравнение, эквива-
лентное задаче (1), (2).

Из уравнения (1) на основании условия (2) имеем

ωZ
0

A (τ)X (τ) dτ = � ωZ
0

h
X (τ)B (τ) +X (τ)Q (τ)X (τ) + F (τ,X (τ))

i
dτ . (6)

В (6) воспользуемся тождеством типа [2, с. 47]:

ωZ
0

A (τ)X (τ) dτ = Ã (ω)X (t)� tZ
0

0� τZ
0

A (σ) dσ

1A dX (τ) +

ωZ
t

0� ωZ
τ

A (σ) dσ

1A dX (τ) . (7)

На основании (3), (7) и в силу (1) получим матричное интегральное уравнение вида

X (t) = Ã
�1 (ω)8<: tZ

0

� τZ
0

A (σ) dσ

�
[A (τ)X (τ) +X (τ)B (τ) +X (τ)Q (τ)X (τ) +

+F (τ,X (τ))] dτ � ωZ
t

0� ωZ
τ

A (σ) dσ

1A [A (τ)X (τ) +X (τ)B (τ) +X (τ)Q (τ)X (τ) +

+F (τ,X (τ))] dτ � ωZ
0

[X (τ) B (τ) +X (τ)Q (τ)X (τ) + F (τ,X (τ))] dτ

9=; .

(8)

Уравнение (8) можно записать в следующем виде:

X (t) =

ωZ
0

K (t, τ) [A (τ)X (τ) +X (τ) B (τ) +X (τ)Q (τ)X (τ) +F (τ,X (τ))] dτ��Ã�1 (ω) ωZ
0

[X (τ) B (τ) +X (τ)Q (τ)X (τ) + F (τ,X (τ))] dτ,

где

K (t, τ) =

8>>>>>><>>>>>>: Ã�1 (ω) τZ
0

A (σ) dσ, 0 6 τ 6 t 6 ω,�Ã�1 (ω) ωZ
τ

A (σ) dσ, 0 6 t < τ 6 ω.

Верно и обратное: всякое непрерывное решение матричного интегрального уравнения (8) является
решением задачи (1), (2). Это можно показать с помощью несложных выкладок.

Исследуем разрешимость уравнения (8). Запишем это уравнение в операторной форме:

X = L(X), (9)

где через L обозначен соответствующий интегральный оператор в (8). Этот оператор действует на множестве
C(I,Rn�n).

Покажем, что из условий (4), (5) следует выполнение на множестве D принципа сжимающих отобра-
жений [10, с. 605], то есть в замкнутом шаре kXkC 6 ρ.

Сначала покажем, что L(X) 2 D для произвольной матрицы-функции X(t) 2 D. Выполнив оценки
по норме в (9), получим последовательноkL(X)k 6

Ã�1 (ω)8<: tZ
0

0� τZ
0

kA (σ)k dσ1Ah(kA (τ)k+ kB (τ)k) kX (τ)k+ kQ (τ)k kX (τ)k2 +
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+ kF (τ,X (τ))k] dτ +

ωZ
t

0� ωZ
τ

kA (σ)k dσ1Ah(kA (τ)k+ kB (τ)k) kX (τ)k+ kQ (τ)k kX (τ)k2 +

+ kF (τ,X (τ))k] dτ +

ωZ
0

hkB (τ)k kX (τ)k+ kQ (τ)k kX (τ)k2 + kF (τ,X (τ))ki dτ9=; 6

6 γ

8<:α tZ
0

τ
h
(α+ β) kX (τ)k+ δ kX (τ)k2 + kF (τ,X (τ))ki dτ +

+α

ωZ
t

(ω� τ)
h
(α+ β) kX (τ)k+ δ kX (τ)k2 + kF (τ,X (τ))ki dτ+

+

ωZ
0

h
β kX (τ)k+ δ kX (τ)k2 + kF (τ,X (τ))ki dτ9=; 6

6 γω

�
1

2
αω
h
δρ2 + (α+ β + L) ρ+ h

i
+δρ2 + (β + L) ρ+ h

�
.

Таким образом,kL(X)k 6 γω

�
1

2
αω
h
δρ

2
+ (α+ β + L) ρ+ h

i
+δρ2 + (β + L) ρ+ h

�
= φ (ρ) . (10)

Из (10) на основании (4) следует соотношениеkL(X)kC 6 ρ. (11)

Далее из (9) имеем для произвольных X̃, ˜̃X 2 D:L( ˜̃X)� L(X̃)
 6 γ

8<: tZ
0

0� τZ
0

kA (σ)k dσ1A [(kA (τ)k+ kB (τ)k)  ˜̃X (τ)� X̃ (τ)
+

+

 ˜̃X (τ)Q (τ) ˜̃X (τ)� X̃ (τ)Q (τ) X̃ (τ)
+

F �τ, ˜̃X (τ)
�� F

�
τ, X̃ (τ)

�i dτ+
+

ωZ
t

0� ωZ
τ

kA (σ)k dσ1Ah(kA (τ)k+ kB (τ)k)  ˜̃X (τ)� X̃ (τ)
+

+

 ˜̃X (τ)Q (τ) ˜̃X (τ)� X̃ (τ)Q (τ) X̃ (τ)
+

F �τ, ˜̃X (τ)
�� F

�
τ, X̃ (τ)

�i dτ+
+

ωZ
0

hkB (τ)k  ˜̃X (τ)� X̃ (τ)
+

 ˜̃X (τ)Q (τ) ˜̃X (τ)� X̃ (τ)Q (τ) X̃ (τ)
+

+

F �τ, ˜̃X (τ)
�� F

�
τ, X̃ (τ)

�i dτ9=; 6

6 γω

�
1

2
αω (2δρ+ α+ β + L) + 2δρ+ β + L

�  ˜̃X � X̃

C

= q
 ˜̃X � X̃


C
.

Отсюда имеем оценку L( ˜̃X)� L(X̃)

C

6 q
 ˜̃X � X̃


C
. (12)

Из анализа соотношений (11), (12) видно, что неравенства (4), (5) являются условиями принципа
сжимающих отображений применительно к (11). На основании этого заключаем, что в шаре kXkC 6 ρ
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решение уравнения (11) существует и единственно. Таким образом, задача (1), (2) однозначно разрешима
в области Dρ . При этом на основании (10) справедлива оценка kXkC 6 φ(ρ). Теорема полностью доказана.

Для построения решения матричного интегрального уравнения (8) рассмотрим в дифференциальной
форме алгоритм

dXk+1 (t)

dt
= A (t)Xk (t) +Xk (t) B (t)+Xk (t)Q (t)Xk (t)+ F (t,Xk (t)) , (13)

Xk+1(0) = Xk+1(ω), k = 0, 1, 2, ..., (14)

где в качестве начального приближения X0 принята постоянная матрица, определяемая из условия (14) для
приближения X1 :

Ã (ω) С = � ωZ
0

[СB (τ) + СQ (τ) С + F (τ, С)] dτ .

Отсюда на основании условия (3) имеем матричное уравнение

С = �Ã�1 (ω) ωZ
0

[СB (τ) + СQ (τ) С + F (τ, С)] dτ . (15)

Для исследования разрешимости в шаре kСk 6 ρ уравнения (15) применим принцип сжимающих
отображений [10, с. 605], записав это уравнение в операторной форме

C = H(C). (16)

Покажем что kH (C)k 6 ρ для произвольной матрицы C 2 D. Выполнив оценки по норме в (16),
получим kH(C)k 6

Ã�1 (ω) ωZ
0

[kCB (τ)k+ kCQ (τ) Ck+ kF (τ, C)k] dτ 6

6 γ

ωZ
0

h
β kCk+ δ kCk2 + kF (τ, C)ki dτ 6 γω

h
δρ2 + (β + L) ρ+ h

i � l.

Поскольку l < φ (ρ), то на основании (4) имеемkH(C)k < ρ. (17)

Таким образом, оператор H отображает множество D в себя.

Далее изучим вопрос о сжимаемости оператора H. Для произвольных С̃, ˜̃C 2 D имеемH � ˜̃C
��H �C̃� 6

6

Ã�1 (ω) ωZ
0

h ˜̃C � C̃
 kB (τ)k+

� ˜̃C
+

C̃� kQ (τ)k  ˜̃C � C̃
+ L

 ˜̃C � C̃
i dτ 6 (18)

6 γω (2δρ+ β + L)
 ˜̃C � C̃

 .

Запишем соотношение (18) в следующем виде:H � ˜̃C
��H �C̃� 6 q̃

 ˜̃C � C̃
 , (19)

где

q̃ = γω (2δρ+ β + L) .

Поскольку q̃ < q, то q̃ < 1 согласно условию (5).
Условия (17), (19) являются условиями принципа сжимающих отображений применительно к уравнению

(16). Стало быть, это уравнение однозначно разрешимо в шаре kCk 6 ρ.
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Замечание 1. В качестве начального приближения в данном алгоритме вместо постоянной матрицы С
можно принять произвольную матрицу X0(t) 2 D, дающую приближенное решение X1(t), удовлетворяющее
условию (14) (при k = 0).

Далее, исходя из (13), (14) с помощью (7), получим рекуррентное интегральное соотношение для
определения приближенных решений Xk(t), k = 1, 2, ..., задачи (1), (2).

Из (13) на основании (14) имеем

ωZ
0

A (τ)Xk (τ) dτ = � ωZ
0

[Xk (τ) B (τ) +Xk (τ)Q (τ)Xk (τ) + F (τ,Xk (τ))] dτ . (20)

Используя тождество (7), получим из (20) на основании условия (3)

Xk (t) = Ã�1(ω)8<: tZ
0

0� τZ
0

A (σ) dσ

1A [A (τ)Xk�1 (τ) +Xk�1 (τ)B (τ) +

+Xk�1 (τ)Q (τ)Xk�1 (τ) + F (τ,Xk�1 (τ))] dτ� (21)� ωZ
t

0� ωZ
τ

A (σ) dσ

1A [A (τ)Xk�1 (τ) +Xk�1 (τ) B (τ) +Xk�1 (τ)Q (τ)Xk�1 (τ)+

+F (τ,Xk�1 (τ))] dτ � ωZ
0

[Xk (τ) B (τ) +Xk (τ)Q (τ)Xk (τ) + F (τ,Xk (τ))] dτ

9=; , k = 1, 2, ... .

Как видно из (21), для определения приближенных решений Xk, k = 1, 2, ..., получены матричные
интегральные уравнения.

Замечание 2. Соотношение (21) фактически получено с помощью тождества (7) как решение следующей
задачи:

dXk (t)

dt
= A (t)Xk�1 (t) +Xk�1 (t)B (t) +Xk�1 (t)Q (t)Xk�1 (t) + F (t,Xk�1 (t)) ,

ωZ
0

[A (τ)Xk (τ) +Xk (τ) B (τ) +Xk (τ)Q (τ)Xk (τ) + F (τ,Xk (τ))] dτ = 0, k = 1, 2, ... .

Используя условия (4), (5) теоремы 1 с помощью принципа сжимающих отображений индукцией по k
можно доказать, что уравнения (21) однозначно разрешимы на множестве D.

С помощью алгоритма (21) построим последовательность fXk (t)g10 приближенных решений задачи
(1), (2), принадлежащих множеству D.

Теперь изучим вопрос о сходимости полученной последовательности. Следуя известному приему [11,
с. 54], этот вопрос заменим эквивалентным вопросом о сходимости ряда

X0(t)+ (X1(t)�X0(t)) + (X2(t)�X1(t)) + ...+ (Xk(t)�Xk�1(t))+ ... . (22)

Докажем равномерную по t 2 [0, ω] сходимость ряда (22). Для этого построим сходящийся числовой
ряд, который мажорирует на [0, ω] матричный функциональный ряд (22).

Выполним оценки kXm+1(t)�Xm(t)k, используя (21):kXm+1(t)�Xm(t)k 6

6

Ã�1(ω)8<: tZ
0

0� τZ
0

kA (σ)k dσ1A [(kA (τ)k+ kB (τ)k) kXm (τ)�Xm�1 (τ)k+

+ kXm (τ)Q (τ)Xm (τ)�Xm�1 (τ)Q (τ)Xm�1 (τ)k+

+ kF (τ,Xm (τ))� F (τ,Xm�1 (τ))k] dτ+
+

ωZ
t

0� ωZ
τ

kA (σ)k dσ1A [(kA (τ)k+ kB (τ)k) kXm (τ)�Xm�1 (τ)k+
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+ kXm (τ)Q (τ)Xm (τ)�Xm�1 (τ)Q (τ)Xm�1 (τ)k+

+ kF (τ,Xm (τ))� F (τ,Xm�1 (τ))k] dτ +

ωZ
0

[kXm+1 (τ)�Xm (τ)k kB (τ)k+

+ kXm+1 (τ)Q (τ)Xm+1 (τ)�Xm (τ)Q (τ)Xm (τ)k+

+ kF (τ,Xm+1 (τ))� F (τ,Xm (τ))k] dτ9=; 6

6
1

2
γαω2 (2δρ+ α+ β + L) kXm �Xm�1kC + γω (2δρ+ β + L) kXm+1 �XmkC .

Отсюда следует оценкаkXm+1 �XmkC 6 (q � q̃) kXm �Xm�1kC + q̃ kXm+1 �XmkC , m = 1, 2, ... . (23)

Поскольку q̃ < 1, то из (23) имеем рекуррентную оценкуkXm+1 �XmkC 6 ˜̃q kXm �Xm�1kC , m = 1, 2, ..., (24)

где ˜̃q =
q � q̃

1� q̃
< q.

Из (24) имеем явную оценкуkXm+1 �XmkC 6 ˜̃qm kX1 �X0kC , m = 1, 2, ... . (25)

Используя (25), можно доказать с помощью известных приемов [10, с. 605], [11, с. 54], что последо-
вательность fXk (t)g10 сходится равномерно по t 2 I к решению интегрального уравнения (8), при этом
справедлива оценка kX �XkkC 6

˜̃qk

1� ˜̃q
kX1 �X0kC , k = 1, 2, ... . (26)

На основе (26) имеем оценку области локализации решения X(t), определяемую согласно алгоритму (21),kXkC 6 kX0kC +
kX1 �X0kC

1� ˜̃q
. (27)

Оценки (26), (27) следует дополнить оценкой для kX1 �X0kC . Из (15), (21) имеемkX1 �X0kC 6

γαω2
h
δ kX0k2C + (α+ β + L) kX0kC + h

i
2 (1� q̃)

6

6
γαω2

�
δρ2 + (α+ β + L) ρ+ h

�
2 (1� q̃)

.

Таким образом, доказана следующая теорема (2).
Теорема 2. Пусть выполнены условия (3)–(5). Тогда в области Dρ решение задачи (1), (2) существует

и единственно. Это решение представимо как предел равномерно сходящейся последовательности матричных
функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением (21) (с неявной вычислительной схемой) и
удовлетворяющих условию (14).

Алгоритм (21) представляет собой достаточно эффективное средство для построения решения задачи
(1), (2). В [2] установлено, что такие алгоритмы могут быть использованы при решении конкретных задач.

Этот алгоритм неудобен тем, что основан на неявной вычислительной схеме: на каждом итерационном
шаге для отыскания соответствующего приближенного решения приходится решать матричное интегральное
уравнение. Поэтому рассмотрим алгоритм, основанный на явной вычислительной схеме. Такая вычисли-
тельная схема применительно к задаче (1), (2) вытекает из соотношений

dXk+2 (t)

dt
= A (t)Xk+1 (t) +Xk (t) B (t) +Xk (t)Q (t)Xk (t) + F (t,Xk (t)) , (28)

Xk+2(0) = Xk+2(ω), k = 0, 1, 2, ..., (29)
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где в качестве начального приближения X0 принимается нулевая матрица, приближение X1 ищется в виде
постоянной матрицы, дающей приближенное решение X2 (t), удовлетворяющее условию (29).

Первое приближение отыскивается из матричного алгебраического уравнения
ωZ

0

A (τ) dτX1 +

ωZ
0

F (τ, 0) dτ = 0,

решение которого на основании условия (3) имеет вид

X1 = �Ã�1(ω) ωZ
0

F (τ, 0) dτ .

Поскольку kX1k 6 γωh < φ (ρ) , то на основании условия (5) имеем kX1k < ρ.
Теперь на основе (28), (29) с помощью (7) получим рекуррентное интегральное соотношение для

определения приближенных решений Xi(t), i = 2, 3, ... исследуемой задачи:

Xk+1 (t) = Ã�1 (ω)8<: tZ
0

0� τZ
0

A (σ) dσ

1A [A (τ)Xk (τ) +Xk�1 (τ) B (τ) +Xk�1 (τ)Q (τ)Xk�1 (τ) +

+F (τ,Xk�1 (τ))] dτ � ωZ
t

0� ωZ
τ

A (σ) dσ

1A [A (τ)Xk (τ) +Xk�1 (τ) B (τ) + (30)

+Xk�1 (τ)Q (τ)Xk�1 (τ) +F (τ,Xk�1 (τ))] dτ�� ωZ
0

[Xk (τ) B (τ) +Xk (τ)Q (τ)Xk (τ) + F (τ,Xk (τ))] dτ

9=; , k = 1, 2, ... .

Заметим, что соотношение (30) может быть получено с помощью тождества (7) как решение следующей
задачи:

dXk+1 (t)

dt
= A (t)Xk (t) +Xk�1 (t)B (t) +Xk�1 (t)Q (t)Xk�1 (t) + F (t,Xk�1 (t)) ,

ωZ
0

[A (τ)Xk+1 (τ) +Xk (τ) B (τ) +Xk (τ)Q (τ)Xk (τ) + F (τ,Xk (τ))] dτ = 0, k = 1, 2, ... .

Замечание 3.В качестве приближений X0, X1 можно принять произвольные матрицы класса C
�
I, R

n�n�,
принадлежащие множеству D и дающие приближение X2 (t), удовлетворяющие условию (29) при k = 0.

Как видим, вычислительная схема алгоритма (30) является явной, при этом для построения прибли-
женных решений по этому алгоритму следует выполнить сравнительно простые вычислительные процедуры.
В результате получим последовательность fXk(t)g10 . Используя условие (4), можно доказать индукцией по k,
что все члены этой последовательности принадлежат множеству D.

Далее докажем равномерную по t 2 I сходимость ряда (22) применительно к алгоритму (30). Для этого
построим соответствующий сходящийся числовой ряд, который мажорирует на I указанный матричный
функциональный ряд.

Сначала выполним соответствующие оценки по норме, используя (30). Тогда получим последовательноkXk+2 (t)�Xk+1 (t)k 6

Ã�1 (ω)8<: tZ
0

0� τZ
0

kA (σ)k dσ1A [kA (τ)k kXk+1 (τ)�Xk (τ)k+

+ [kB (τ)k+ (kXk (τ)k+ kXk�1 (τ)k) kQ (τ)k] kXk (τ)�Xk�1 (τ)k+

+ kF (τ,Xk (τ))� F (τ,Xk�1 (τ))k] dτ +

ωZ
t

0� ωZ
τ

kA (σ)k dσ1A [kA (τ)k kXk+1 (τ)�Xk (τ)k+

+ [kB (τ)k+ (kXk (τ)k+ kXk�1 (τ)k) kQ (τ)k] kXk (τ)�Xk�1 (τ)k+
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+ kF (τ,Xk (τ))� F (τ,Xk�1 (τ))k] dτ+
+

ωZ
0

[(kB (τ)k+ (kXk+1 (τ)k+Xk (τ)) kQ (τ)k) kXk+1 (τ)�Xk (τ)k +

+ kF (τ,Xk+1 (τ))� F (τ,Xk (τ))k] dτ9=; 6

6 γω

�
2δρ+

1

2
α2ω+ β + L

� kXk+1 �XkkC +
1

2
γαω2 (2δρ+ β + L) kXk �Xk�1kC .

Отсюда следует оценкаkXk+2 �Xk+1kC 6 q1 kXk+1 �XkkC + q2 kXk �Xk�1kC , k = 1, 2, ..., (31)

где

q1 = γω

�
2δρ+

1

2
α
2
ω+ β + L

�
, q2 =

1

2
γαω

2 (2δρ+ β + L) .

Заметим, что q = q1 + q2.
Используя оценку (31), можно доказать, что последовательность fXk (t)g10 , полученная по алгоритму

(30), сходится равномерно по t 2 I к решению интегрального уравнения (8). С помощью (31) можно
получить также оценкуkX �Xk+1kC 6

q kXk+1 �XkkC + q2 kXk �Xk�1kC
1� q

, k = 1, 2, ... . (32)

Оценку (32) следует дополнить оценками для kX1 �X0k , kX2 �X1kC . Очевидно, kX1 �X0k 6 γωh.
Далее из (30) при k = 1 имеем

X2 (t)�X1 =

ωZ
0

K (t, τ) [A (τ)X1 + F (τ, 0)] dτ��Ã�1 (ω) ωZ
0

[X1B (τ) +X1Q (τ)X1 + F (τ,X1)] dτ + Ã
�1 (ω) ωZ

0

F (τ, 0) dτ .

(33)

Выполнив в (33) соответствующие оценки, получимkX2 (t)�X1k 6

ωZ
0

kK (t, τ)k kA (τ)X1 + F (τ, 0)k dτ+
+

Ã�1 (ω) ωZ
0

[kX1B (τ) +X1Q (τ)X1k+ kF (τ,X1)� F (τ, 0)k] dτ 6

6
1

2
γαω2 (α kX1k+ h) + γω

h
(β + L) kX1k+ δ kX1k2i .

Отсюда следуют оценкаkX2 �X1kC 6
1

2
γαω

2 (αρ+ h) + γω
h
δρ

2
+ (β + L) ρ

i
.

Итак, доказана теорема (3).
Теорема 3. Пусть выполнены условия (3)–(5). Тогда в области Dρ решение задачи (1), (2) существует

и единственно. Это решение представимо как предел равномерно сходящейся последовательности матричных
функций, определяемых алгоритмом (30) (с явной вычислительной схемой) и удовлетворяющих условию (29).

Заметим, что указанный алгоритм содержит достаточно простые вычислительные процедуры и поэтому
удобен для применения.
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