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1. Постановка задачи

Рассматривается система вида

ẋ = Ax+

NX
p=2

Bpx
[p], (1)

где x 2 R
n, A — постоянная устойчивая (гурви-

цева) матрица размера n � n. Вектор x
[p] является

степенным преобразованием [1] вектора x и имеет
размер mp � 1, где

mp =

0�n+ p� 1

p

1A =
(n+ p� 1)!

p!(n� 1)!
. (2)

Компонентами x
[p]являются лексикографиче-

ски упорядоченные мономы видаvuuut0�p
p1

1A0�p�p1
p2

1A...

0�p� p1� . . . �pn�1
pn

1Axp11 xp22 ...xpnn ,

(3)

причем pi > 0,

nX
i=1

pi = p. Соответственно размер

постоянной матрицы Bp равен n�mp .
Свойства степенных преобразований векторов

и матриц изложены в [1–3]. Одно из этих свойств,
имеющее вид

x
0[p]
x
[p]

= (x0x)p, (4)

будет использовано ниже (штрихом обозначается
операция транспонирования матриц).

Уравнения вида (1) встречаются при описании
динамики движущихся объектов и при построении
некоторых экономических моделей [4]. При соот-
ветствующем выборе матриц Bp уравнениями (1)
можно описать все системы со степенными нели-
нейностями. Известно, что в общем случае при про-
извольных начальных условиях система (1) может

быть неустойчивой (не является устойчивой в це-
лом). В данной работе решается задача получения
оценки области притяжения по начальным услови-
ям x0 .

2. Основной результат

В качестве возможной функции Ляпунова возь-
мем квадратичную форму

V (x) = x0Lx, L = L0 > 0 (5)

и продифференцируем ее в силу уравнения (1). По-
лучаем

d

dt
V (x) = x0(A0L+ LA)x+ 2

NX
p=2

x0LBpx[p]. (6)

Используя очевидноенеравенство (x0LBp�x0[p])��(B0pLx� x
[p]) > 0, получаем оценку

2x0LBpx[p] 6 x
0(LBpB0pL)x+ x

0[p]
x
[p]. (7)

Рассмотрим в фазовом пространстве шар ради-
уса r:

x0x 6 r2. (8)

Отметим, что неравенство (9) можно предста-
вить в виде

(x0x)p 6 r2(p�1)x0x. (9)

Из приведенных соотношений получаем

d

dt
V (x) 6 x

0(A0L+ LA+ LML+ αI)x, (10)

где

α =

NX
p=2

r
2(p�1)

= (r2�r2N)/(1�r2), M =

NX
p=2

BpB
0
p.

(11)

Для того чтобы
d

dt
V (x) < 0 в шаре (9), доста-

точно существования положительно определенной
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действительной симметричной матрицы L, удовле-
творяющей неравенству

A
0
L+ LA+ LML+ αI < 0. (12)

Необходимые и достаточные условия существо-
вания такого решения неравенства (13) даются усло-
вием

I � α(A� iωI)�1M(A0 + iωI)�1 > 0, 8 ω > 0, (13)

которое следует из частотной теоремы Якубовича—
Калмана [5, см. также 1–3].

В том случае, когда матрицаM невырожденная,
неравенство (13) эквивалентно неравенству

M
�1 �α(A0 + iωI)�1(A� iωI)�1 > 0, 8 ω > 0. (14)

Итак, при выполнении условия (13) функция (5)
положительно определена, а ее производная по вре-
мени в силу системы (1) в области (8) отрицательна.
Для вычисления области притяжения рассмотрим
эллипсоид

x0Lx = β. (15)

Для применения теоремы Ляпунова об устой-
чивости достаточно, чтобы эллипсоид (15) находил-
ся внутри шара (8). Для этого длина наибольшей

полуоси эллипсоида (15), равная
p
β/λ1 (λ1 — наи-

меньшее собственное значение матрицы L), была

не больше радиуса шара r, т. е. при β 6 λ1r
2 . Таким

образом, область притяжения системы (1) при вы-
полнении условия (13) определяется неравенством

x00Lx0 6 λ1r
2, (16)

где L — решение матричного уравнения типа Лурье

A
0
L+ LA+ LML+ αI = 0 (17).

Последовательность получения оценки (16) та-
кова:

1) определяем наибольшее значение α, при ко-
тором удовлетворяется условие (13);

2) решаем уравнение (17) относительно матри-
цы L;

3) вычисляем наименьшее собственное значе-
ние λ1 матрицы L и радиус шара r по формуле (11),
что приводит к оценке области притяжения (16).

Пример 1. Пусть система вида (1) описывается
уравнениями с кубическими элементами

ẋ1 = x2 + 0,5x31,

ẋ2 = �2x1 � x2 + 0,5(
p
3x1x

2
2 + x

3
2).

По определению x0[3] = (x31
p
3x21x2

p
3x1x

2
2 x

3
2).

Имеем B3=

240,5 0 0 0

0 0,5 0 0,5

35, M=B3B
0
3=

240,25 0

0 0,5

35 ,

(A0+ iωI)�1(A� iωI)�1 = ∆�1
1 (ω)

24 5 + ω
2 1� 3iω

1 + 3iω 1 + ω2

35 ,

где ∆1(ω) = (1 + ω
2)(5 + ω

2)� (1 + 9ω2).
Условие (14)�
4/α� 5 + ω2

∆1(ω)

��
2/α� 1 + ω2

∆1(ω)

�� 1 + 9ω2

∆2
1

> 0

удовлетворяется для всех ω > 0 при α 6 0,6‘. Решая
уравнение (17) при α = 0,6получаем матрицу

L =

241,8079 0,3715

0,3715 0,8843

35 ,

имеющую собственные значения λ1 = 0,7534; λ2 =

= 1,9388. В данном случае α = r4 , т. е. r = 0,8801.
Таким образом, оценка области притяжения имеет
вид

1,8079x21 + 0,7430x1x2 + 0,8843x22 6 λ1r
2
= 0,5836

(18)
Эллипс (18) (кривая 1) изображен на рис. 1.

Кривая 2 на том же рисунке определяет истинную
границу устойчивости, вычисленную по результатам
моделирования.

PS: ./fig-eps/03-04-01.eps

Рис. 1

Пример 2. Рассмотрим систему:

ẋ1 = x2 + 0,5x32,

ẋ2 = �2x1 � x2 +

p
0,5x32.
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Имеем B3 =

240,5 0 0 0

0 0 0
p

0,5

35, M=B3B3=

=

240,25 0

0 0,5

35, что совпадает с матрицей Mиз

примера 1. Поэтому дальнейшие вычисления совпа-
дают с примером 1, т. е. область притяжения имеет
вид (18) (кривая 1 на рис. 1).

Однако в данном случае эта оценка ближе к ис-
тинной границе устойчивости, показанной на рис. 1
в виде кривой 3.

Пример. Дополним систему предыдущего при-
мера квадратичными членами:

ẋ1 = x2 + 0,5(x21 + x
3
1),

ẋ2 = �2x1 � x2 + 0,5(
p
2x1x2 � x

2
2) +

p
0,5x32.

Имеем

B2=

240,5 0 0

0 0,5 �0,535 , B3=

240,5 0 0 0

0 0 0 0,5

35 ,

M = B2B
0
2 + B3B

0
3 =

240,5 0

0 1,0

35 .

Условие (14) удовлетворяется при α = 0,3. В со-

ответствии с (11) α = r
4
+ r

2 , откуда r
2

= 0,2416.
Решая уравнение (17) получаем оценку

0,9039x21+0,1858x1x2+0,4421x22 6 λ1r
2
= 0,091. (19)

Эллипс (19) (кривая 1) изображен на рис. 2.
Кривая 2 на том же рисунке определяет истинную
границу устойчивости, вычисленную по результатам
моделирования. Как видим, истинная граница не-
симметрична относительно начала координат.

Заключение

Предложенные выше оценки основаны на ком-
пактном описании системы с полиномиальными не-
линейностями. Они связаны со сравнительно не-
сложными вычислениями, поскольку для необходи-
мых операций (матричная алгебра, уравнения Лурье
и Риккати) имеется большой выбор методов в паке-
тах прикладных программ.

По основному вопросу о точности оценок мож-
но сказать следующее. В том случае, когда в правой
части (1) содержатся только нечетные элементы, ис-
тинная область устойчивости симметрична относи-
тельно начала координат. Эллипсоидальные оцен-
ки также имеют эту симметрию и поэтому могут

PS: ./fig-eps/03-04-02.eps

Рис. 2

сравнительно точно описывать область устойчиво-
сти (см. примеры 1, 2), хотя можно, разумеется, по-
добрать примеры, для которых используемые оцен-
ки очень консервативны. При наличии четных сте-
пеней ситуация ухудшается, поскольку истинная об-
ласть устойчивости становится несимметричной. В
этом случае, как показывает пример 3, симметрич-
ные оценки охватывают незначительную часть ис-
тинной области устойчивости. Такой же упрек мож-
но отнести и на счет более сложных способов оцен-
ки области притяжения [6, 7]. К тому же сложность
вычислений во многих случаях трудно оправдать,
так как исследуются системы с известными посто-
янными параметрами, устойчивость которых можно
проверить моделированием.
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