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Аннотация. На примере круговой ограниченной задачи трех тел показан нелокальный эффект

размножения циклов и торов в окрестности замкнутого гетероклинического контура

невозмущенной системы в соответствии с теорией ФШМ

(Фейгенбаума—Шарковского—Магницкого).
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Введение

В публикациях Н.Магницкого [1–4] было про-
демонстрировано, что динамика гамильтоновых си-
стем является предельным случаем динамики рас-
ширенной диссипативной системы со слабой дис-
сипацией при стремлении параметра диссипации
к нулю, причем области устойчивости циклов та-
кой системы при нулевой диссипации переходят
в торы консервативной (гамильтоновой) системы
вокруг ее эллиптических циклов, в которые пере-
ходят сами устойчивые циклы. Торы консерватив-
ной (гамильтоновой) системы касаются по гипер-
болическим циклам, в которые переходят седловые
циклы расширенной диссипативной системы. При
уменьшении параметра диссипации в расширенной
диссипативной системе происходит каскад седло-уз-
ловых бифуркаций, в процессе которого рождаются
устойчивые и седловые циклы, которые образуют
в консервативной (гамильтоновой) системе гетеро-
клиническое сепаратрисное многообразие, натяну-
тое на сложные многооборотные гиперболические
циклы системы.

При взятии сечения Пуанкаре можно наблю-
дать семейство гиперболических особых точек, со-
единенных сепаратрисными контурами. При сдвиге
начальных условий система в сечении Пуанкаре вы-
глядит как набор замкнутых кривых вокруг витков
эллиптического цикла, что является подтверждени-
ем их бифуркационного происхождения. При увели-

чении числа витков гиперболических и эллиптиче-
ских циклов растет количество, но уменьшается раз-
мер замкнутых кривых, окружающих эллиптические
циклы, что приводит к образованию гетероклини-
ческого сепаратрисного многообразия в окрестности
исходного гиперболического цикла консервативной
(гамильтоновой) системы и невозможности точного
вычисления траектории в окрестности такого мно-
гообразия любым численным методом. Нелокаль-
ность эффекта размножения циклов и торов приво-
дит к тому, что более простые гетероклинические се-
паратрисные многообразия более высокого порядка
появляются при росте значений бифуркационного
параметра не только в окрестностях гетероклини-
ческих сепаратрисных многообразий более низкого
порядка, но и на значительном расстоянии от них.

В данной статье приведена иллюстрация эф-
фекта нелокального размножения циклов и торов
на примере седло-узловой бифуркации рождения
цикла произвольного периода в расширенной дис-
сипативной системе круговой ограниченной задачи
трех тел.

1. Постановка задачи

Рассмотрим движение космического аппарата
или небесного тела в системе координат, враща-
ющейся вокруг центра масс системы Земля—Луна
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в плоскости x—y. Для удобства будем рассматри-
вать задачу в канонических безразмерных единицах.
За единицу длины берется постоянное расстояние
между Землей и Луной, а единица времени выбрана
так, что ω, угловая скорость вращения Земли и Луны
вокруг центра масс, равна 1. Третий закон Кеплера
для этой формулировке задается уравнением

ω
2jm1m2j3 = g(m1 +m2) = 1.

Координаты Земли и Луны в этой системе ко-
ординат

x1 = �µ, y1 = 0,

x2 = 1� µ, y2 = 0.

Система безразмерных дифференциальных урав-
нений второго порядка движения материальной точ-
ки спутника или небесного тела в этой вращающей-
ся системе координат задается уравнениями
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где

x1 = �µ,
x2 = 1� µ,

µ = Отношение масс Луна-Земля = m2/m1� 1

81,27
,

r21 = (x� x1)
2
+ y2 + z2,

r22 = (x� x2)
2
+ y2 + z2.

Сформулированная задача имеет один извест-
ный интеграл движения

x
2
+ y

2
+

2(1� µ)
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� (ẋ2 + ẏ

2
+ ż

2) = C. (2)

В этом выражении C — это произвольная кон-
станта, которую обозначают как «интеграл Якоби»,
а поскольку эта величина не изменяется, то ее также
называют «энергией» или «энергией Якоби».

2. Результаты

Рассмотрим случай, когда вращение всех трех
тел происходит в плоскости x—y. В таком случае,
уравнение (1) эквивалентно четырехмерной консерва-
тивной (негамильтоновой) автономной системе урав-
нений
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с условием
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� (z2+r2) = ε, z0 = 0.

(4)

Расширенная диссипативная система для си-
стемы (3) имеет вид

ẋ = z,

ẏ = r,

ż = x+ 2r� (1� µ)
x � x1
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r32
� ηz,
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(5)

Интегруя систему (5) при значении значении
энергии Якоби ε = 0,577 и начальных условиях
x0 = �0,305, y0 = 0,22, а затем при значении ε =

= 0,587, можно наблюдать, как в системе происхо-
дит седло-узловая бифуркация, приводящая к рож-
дению из цикла периода 24 (рис. 2) из цикла периода
6 (рис. 1). В результате бифуркации рождается па-
ра седлового и устойчивого цикла, вокруг которого
рождаются торы, граничащие с седловым циклом.
Данное явления объясняется эффектом нелокаль-
ного размножения гиперболических и эллиптиче-
ских циклов и окружающих их торов, что является

PS: ./fig-eps/02-01-01.eps

Рис. 1. Проекции на плоскость (x, y) цикла периода 6

при ε = 0,577, x0 = �0,305, y0 = 0,22;
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Рис. 2. Проекции на плоскость (x, y) цикла периода 24

при ε = 0,587, x0 = �0,305, y0 = 0,22;

основной причиной усложнения динамики в кон-
сервативных системах при росте величины возму-
щения.

Заключение

В работе на примере круговой ограниченной
задачи трех тел показано, как при росте параметра

возмущения происходит усложнение динамики си-
стемы через рождение циклов и торов вокруг цик-
лов диссипативной системы, что является начальной
стадией перехода к хаосу в соответствии со сцена-
рием ФШМ.
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