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Аннотация. В работе публикуются результаты по анализу ламинарно-турбулентного перехода

на ранней стадии в задаче развития неустойчивости Кельвина—Гельмгольца. Показывается

значимость задачи для фундаментальной и практической науки, устанавливаются границы

устойчивости. Показан выбор бифуркационного параметра и параметра «чувствительности».

Начально-краевая задача ставится в терминах уравнений вязкого идеального газа. Кратко

показан численный метод решения уравнений высокого порядка. Показаны результаты

численного расчета в виде скалярных полей газодинамический функций, а также фазовые

портреты в трехмерных подпространствах. Даются предварительные оценки сценария перехода

к турбулентному режиму и дальнейшее развитие работы.
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Введение

В цикле работ сотрудников лаборатории №11–3
ИСА РАН ( [9]– [12], [14] и др.) были проведе-
ны исследования некоторых начально-краевых за-
дач (н. к. з.) для уравнений динамики несжимаемой
вязкой жидкости (уравнения Навье—Стокса, гидро-
динамическое приближение уравнений Больцмана),
магнитной гидродинамики слабо сжимаемой жид-
кости, а также исследованы особенности форми-
рования фазового пространства для сверхзвуково-
го режима течения сжимаемого газа [13]. Задачей
работ было рассмотрение ламинарно-турбулентно-
го перехода некоторых характерных н. к. з. для этих
уравнений с точки зрения бифуркационной теории
динамических систем. В работах показано, что на-
блюдается либо прямой, либо обратный сценарии
Фейгенбаума—Шарковского—Магницкого (ФШМ)
[10], в который может входить сценарий Ландау—
Хопфа (бифуркации Андронова—Хопфа до тора пе-
риода N). Такой сценарий наблюдается во всех проб-
ных точках фазового бесконечномерного простран-
ства и не зависит от выбранной точки в конфигу-
рационном пространстве. В работе [13] проводит-
ся исследования характерной н. к. з. для так на-
зываемой сжимаемой предельной турбулентности,
где рассматриваются уравнения газовой динамики
в сверхзвуковых режимах течений при стремлении
числа Рейнольдса к бесконечности. Показано, что
фазовое пространство распадается на независимые

подпространства и в различных точках наблюдают-
ся различные сценарии перехода к турбулентности.
В данной работе рассматривается динамика лами-
нарно-турбулентного перехода для задачи, в которой
развивается неустойчивость Кельвина—Гельмгольца
в сжимаемой вязкой газовой среде. Процедура ана-
лиза получаемых данных аналогична вышеперечис-
ленным работам.

1. Неустойчивость Кельвина—Гельмгольца

Неустойчивость Кельвина—Гельмгольца возни-
кает при наличии сдвига между слоями сплошной
среды, либо когда две контактирующие среды имеют
достаточную разность скоростей (см. рис. 1). Впер-
вые бала описана еще Гельмгольцем [4] и Кельвином
[5] в середине XIX века.

При этом в сечении, перпендикулярном грани-
це раздела этих сред, профиль скорости имеет точ-
ку перегиба (вторая производная скорости по ко-
ординате сечения обращается в нуль). Как показал
Рэлей [6], течение с наличием в профиле скоро-
сти точки перегиба является неустойчивым. Теорема
получена Рэлеем в приближении идеальной жид-
кости и является только необходимым (но не до-
статочным) условием возникновения неустойчиво-
сти движения жидкости. Например, течение Пуа-
зейля теряет устойчивость при начальном парабо-
лическом профиле скорости, очевидно не имеющем
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Рис. 1. Схема возникновения неустойчивости Кельвина—Гельмгольца в сдвиговом слое.

Более светлая жидкость более легкая

точки перегиба. Тем не менее, утверждение теоремы
является весьма общим. Экспериментальные и чис-
ленные исследования показывают, что, хотя и в от-
сутствие точки перегиба неустойчивость возможна,
абсолютно устойчивых течений с точками перегиба
не обнаружено. Многочисленные аналитические ра-
боты и численные расчеты демонстрируют неустой-
чивость при множестве различных параметров. Од-
нако нигде не проведен анализ развития неустой-
чивости как динамической системы с определением
бифуркационных параметров и построением сцена-
риев перехода к хаосу.

Примером проявлений данной неустойчивости
в природе являются сдвиговая неустойчивость фа-
зы раздела сред: формирование цилиндрических об-
лаков (атмосферные течения земли), образование
ветровых волн в океанах и морях, кольца Сатур-
на, красное пятноЮпитера, неустойчивость короны
Солнца и др. В технике примером проявления не-
устойчивости Кельвина—Гельмгольца является не-
устойчивость фазы раздела на среде газ-жидкость,
жидкость-плазма, газ-плазма. Например, неустой-
чивость Кельвина—Гельмгольца возникает на гра-
нице плазма-бериллий в инерционных реакторах
ядерного синтеза [8].

Критерием устойчивости является число Ричард-
сона, определяющееся как:

Ri =
∆ρgh

ρA∆U2
, (1)

где g — ускорение свободного падения, h — высота
слоя смешения, ∆U — разница скоростей сдвиго-
вого слоя, ρA — средняя плотность жидкости (газа),
∆ρ — разница плотностей сдвиговых слоев. В ли-
тературе [6] на основе линейного анализа устойчи-
вости отмечается, что турбулентное перемешивание
наступает при Ri > 1/4.

2. Исходные уравнения,

анализ решений уравнений

Исходные уравнения — уравнения динамики
вязкого сжимаемого газа. В дифференциальной фор-

ме рассматривается следующая система уравнений [1]:

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj

�
ρuj
�

= 0,

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj

�
ρuiuj + pδij � τji

�
= gi,

i = 1, 2, 3; (2)

∂

∂t
(ρE) +

∂

∂xj

�
ρujE + ujp� uiτij

�
= 0;

E =
1

2
ρu2 + ρe;

p = (γ � 1)(E � 1/2ρu2).

Здесь для замкнутой области Ω � R
n скалярная

функция f определяется как f : Ω�[0, T ]! R, век-
тор-функция f определяется как f : Ω� [0, T ]! R

n .
Тогда E — скалярная функция полной энергии газа,
e — скалярная функция внутренней энергии газа,
γ — показатель адиабаты газа (1,4 для воздуха), p —
скалярная функция давления, u — вектор-функция
скорости газа, ρ — скалярная функция плотности
газа, g — внешняя сила. Подразумевается сумми-
рование по одинаковым индексам. Предполагается
ньютоновский одноатомный газ с тензором вязких
напряжений:

τij = 2νSij, (3)

где ν — динамическая вязкость газа, а тензор ско-
ростей деформаций определяется как

Sij =
1

2

�
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

�
+

1

3
δij
∂uk

∂xk
. (4)

Для данной задачи рассматривается трехмерная
по пространству система (2), т. е. Ω � R

3 . Для про-
ведения интегрирования произвольной н. к. з. (по-
становка которой обсуждается ниже) был постро-
ен численный метод. В связи с причинами, ука-
занными в предыдущих работах авторов, необходи-
мым условием проведения бифуркационного ана-
лиза является высока точность результатов, полу-
чаемых в численных решениях н. к. з. для исход-
ных уравнений. Так, для моделирования н. к. з. для
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Рис. 2. Примеры неустойчивости Кельвина—Гельмгольца в природе

уравнений Навье—Стокса в работах [9]– [11] приме-
нялся метод минимум пятого порядка (на больших
градиентах функций) по пространству и четвертого
по времени.

3. Численный метод интегрирования

Пусть задана замкнутая область Ω � R
3 , в ко-

торой определяется н. к. з. и разбиение этой области
на N прямоугольных элементов δΩ таких, что:

Ω =

N�1[
k=0

δΩk,

δΩm \ δΩp = �, m 6= p.

(5)

Каждый элемент занумеруем индексом i — по
оси X, j — по оси Y и k — по оси Z , таким образом

каждый элемент получит уникальный номер в си-
стеме координат fi, j, kg, т. е. формируется структу-
рированная сетка. Рассмотрим векторную запись (2)
в интегральной форме на каждом элементе. Приме-
няя теорему Гаусса, получим:Z

Ωp

∂U

∂t
dx +

I
∂Ωp

FdS =

Z
Ωp

gdx +

I
∂Ωp

GdS, (6)

где: U = (ρ; ρu; ρE)T — вектор консервативных пе-

ременных; g =
�
0; gx; gy; gz; 0

�T
; F = [(ρu) �n; ((ρu)


(uT )+ Ip)n; (u(ρE+p)) �n]T — вектор невязких пото-
ков; G = [0; 2νSn; 2ν(Su) � n]T — вектор вязких по-
токов; n — вектор нормали к поверхности; I — еди-
ничная матрица. Здесь ρu
u

T следует понимать как
тензорное произведение вектора-столбца на вектор-
строку, результат — матрица. Переходя от интеграла
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к сумме (сумма по всем граням элемента Ωi):

dUi

dt
(dxdydz)i +

X
j

Fijdlj �X
j

Gijdlj = g(dxdydz)i,

(7)
где dlj — площадь границы элемента Ωi . В связи
с тем, что уравнение записывается на структуриро-
ванной сетке, последнее уравнение можно расще-
пить по направлениям и для простоты рассматри-
вать одномерную задачу.

Для расчета (7) рассматривается консерватив-
ная схема для уравнения (7) в дискретной форме

на сетке Gm = (xi � tn) (xi =

NX
i=1

∆xi ), вида:

U
n+1
i � Un

i

∆tn
+

Fi+1/2 � Fi�1/2

∆xi
=

Gi+1/2 � Gi�1/2

∆xi
+ gx,

(8)
где gx — составляющая вектора гравитации на вы-
борном одномерном направлении. Дальнейшее рас-
щепление уравнения (8) можно провести на осно-
вании расчета сначала невязкого потока на пер-
вом полушаге и решение вязкого потока на втором
полушаге. Для решения невязкой части уравнений
применяется метод конечного объема, основанный
на том, что пространственная аппроксимация про-
водится не в точке-центре сетки, а на гранях (индек-
сы i� 1/2) между двумя соседними сетками. Расчет
невязких потоков через грани сетки Fi�1/2 основан
на решении задачи Римана на каждой грани. Ите-
рационное аналитическое решение задачи о распаде
произвольного разрыва проводится с помощью хо-
рошо известного метода С. К. Годунова [3]. Для та-
кой дискретизации справедлива

Теорема Лакса—Вендроффа [2].
Пусть введена последовательность сеток fGmg,

такая, что ∆li, ∆tn ! 0, когда i ! 1, n ! 1
и пусть Um(t, x) — численное решение н. к. з. с при-
менением схемы (7) на m-том пространстве сеток,
численный поток F является консервативным и со-
гласованным и выполнено условие устойчивости чис-
ленной схемы. При решении задачи Римана в каждой
точке Gm так, что при m ! 1, U(t, x)m сходится
к U(t, x) почти всюду (т. е. может быть за исключе-
нием множества меры нуль). Тогда U(t, x) есть слабое
решение (2).

Более детально см. работы [9, 13]. Для дока-
зательства сходимости вязкостной части уравнений
достаточно в связи с линейностью уравнений дока-
зать аппроксимацию и устойчивость схемы. Аппрок-
симация выполняется методом конечного элемента
с трилинейной интерполяцией, позволяющим до-
стигнуть четвертого порядка точности по простран-
ству. Такая аппроксимация, в отличие от класси-

ческой конечно-разностной аппроксимации четвер-
того порядка, не имеет неустойчивых собственных
значений линейного оператора (см. [9]). Устойчи-
вость же достигается применением неявной схемы
интегрирования по времени на каждом шаге мето-
да Рунге—Кутты. Таким образом достигается сходи-
мость вязкой части схемы. Решение задачи Римана
выполняется на основе итерационного метода Году-
нова, описанного и протестированного в работе [13].
Для повышения точности расчета используется мо-
нотонизированный TVB вариант схемы WENO 9-го
порядка [13], которая на разрывных и немонотон-
ных решениях падает до 5-го порядка. Метод инте-
грирования по времени — TVD многошаговый ме-
тод четвертого порядка точности для невязких пото-
ков и неявный для вязких потоков. Общая аппрок-
симация имеет порядок O(∆t4, max

i
(∆xi)

4), крите-

рий устойчивости ∆t 6

X
j

∆xjjjujj+a , где a =

p
γp/ρ.

В таком случае достигается сходимость.

4. Постановка начально-краевой задачи

В качестве характерной задачи будем рассмат-
ривать задачу течения вязкого газа в прямоугольной
области, см. рис. 1.

Область Ω — прямоугольная, размером X =

1,8 м, Y = 0,3 м Z = 0,7 м, сила гравитации направ-
лена по направлению оси �Y . Граничные условия:
условия симметрии по оси Y при y = 0 и y = 0,3,
условия периодичности по оси Z , условия свободно-
го истечения из области по оси X при x = 1,8. При
x = 0 задаются невозмущенные условия потока.
Плотность потока, расположенного снизу, на 40%
ниже плотности потока газа, расположенного вы-
ше. Скорость нижнего потока на 50% выше, чем
скорость верхнего потока, что создает неустойчи-
вый сдвиговой слой. Модуль вектора гравитации
подбирается так, чтобы обеспечить неустойчивость
по критерию Ричардсона, поскольку является сво-
бодным параметром. Начальное условие — невоз-
мущенное течение газа во всей области с характе-
ристиками, определяемыми граничными условиями
на входе при x = 0. Давление задается так, что-
бы максимальное число Маха составляло 0,8. Рас-
чет числа Ричардсона выполняется по формуле (1).
Здесь h = 0,15, ∆ρ = 0,4, ρA = 0,8, ∆U = 0,5. Для
такой задачи число Ричардсона Ri = 2,2. Для учета
вязкости вводится единственное число Рейнольдса,
определяемое как:

R =
∆UhρA

ν
. (9)
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Таким образом формируется сложная двухпара-
метрическая задача, где бифуркационными парамет-
рами являются Ri и R; таким образом задача близка
к задаче неустойчивости Рэлея—Бенара, см. [10].
Здесь число Ричардсона будет задавать «жесткость»
отклика на изменение числа Рейнольдса. В настоя-
щее время рассматривается только одна ветвь по па-
раметру R для фиксированного Ri = 2,2. Для ана-
лиза фазового портрета, получаемого при расчете
задачи, вводится 10 контрольных точек, в которых
записывается пять параметров системы — вектор U.
Для данной задачи рассматривались точки с коор-
динатами, указанными в табл. 1.

Размер сетки составляет (800�500�350); таким
образом прямое численное моделирование обеспе-
чивается до R 6 4170. Расчет ведется на графиче-
ских процессорах NVIDIA C2050 и C2070, все пере-
менные заданы с двойной точностью.

5. Результаты расчета

Рассмотрим результаты некоторых расчетов по-
ставленной начально-краевой задачи. Для анализа
бифуркационной картины в различных точках об-
ласти расчета записывались переменные, входящие
в U, после чего по ним строились фазовые портре-
ты поведения системы после выхода решения систе-
мы (2) на квазистационарный режим.

Вначале при R < 1000 в фазовом подпростран-
стве наблюдается устойчивая точка, что соответ-

Таблица 1

Координаты точек анализа фазового портрета

№ точки x y z

0 0,18 0,21 0,35

1 0,36 0,09 0,35

2 0,54 0,09 0,35

3 0,9 0,09 0,35

4 1,62 0,09 0,35

5 1,08 0,27 0,35

6 1,08 0,24 0,35

7 1,08 0,21 0,35

8 1,08 0,18 0,35

9 1,08 0,15 0,35

ствует стационарному течению. При этом благодаря
вязкости слой смешения смазывается и представ-
ляет из себя равномерно распределенный переход
по плотности и по скорости. Начиная с R = 1000
образуется начальный «валец», похожий на неустой-
чивость, изображенную на рис. 3. Образование тако-
го «вальца» приводит к потере устойчивости стаци-
онарной точкой и рождению цикла во всех рассмат-
риваемых трехмерных подпространствах. Образуе-

PS: ./fig-eps/02-02-03.eps

Рис. 3. Возникновение неустойчивости Кельвина—Гельмгольца. Изоповерхности плотности. Ri = 2,2, R = 2000
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Scale = 1.01

PS: ./fig-eps/02-02-04.eps

Рис. 4. Фазовые портреты точек, R = 1000. Верхний левый рисунок — цикл во времени;

u — скорость в направлении x, v — скорость в направлении y, rho — плотность ρ

Scale = 1.1

PS: ./fig-eps/02-02-05.eps

Рис. 5. Фазовые портреты точек, R = 2000

мые циклы в различных точках показаны на рис. 4d.
Полученные данные соответствуют квазистационар-
ному решению и построены по 500 000 точек.

При дальнейшем увеличении бифуркационно-
го параметра происходит потеря устойчивости через
бифуркацию Андронова—Хопфа с образованием то-
ра, показанного на рис. 5. Для получения более точ-
ной картины были построены сечения торов плос-
костью, построенной по среднему значению одному
из компонент вектора U. Компонента подбиралась

так, чтобы дать наиболее удобное визуальное пред-
ставление. Такие сечения показаны на рис. 6, 7. От-
четливо видно форму тора в сечениях во всех точках.

Расчет был завершен на R = 2800 при котором
происходит усложнение формы торов, что показа-
но на рис. 8, 9. Аналогичное усложнение возникало
и при рассмотрении задачи в конвекции Рэлея—
Бенара, см. [10]. Дальнейшее усложнение решения
пока показало хаотическое поведение при R = 3000
и здесь не показано.
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PS: ./fig-eps/02-02-06.eps

Рис. 6. Точка 4, сечение фазового портрета плоскостью,

R = 2000

PS: ./fig-eps/02-02-07.eps

Рис. 7. Точка 5, сечение фазового портрета плоскостью,

R = 2000

Заключение

В данной работе проанализирована задача воз-
никновения неустойчивости Кельвина—Гельмголь-
ца для течения вязкого газа. Проведен расчет на-
чально-краевой задачи при фиксированном числе
Ричардсона Ri = 2,2 и изменении числа Рейнольдса
от 100 до 2800. Обнаружены бифуркации рождения
цикла (при R = 1000) и бифуркация Андронова—
Хопфа с рождением тора (при R = 2000). В связи
с тем, что течение является дозвуковым, данные би-
фуркации происходят во всей области расчета не-
зависимо от точек анализа. При R = 2800 наблю-
дается усложнение траекторий движения тора, что,
скорее всего, приведет к срыву в хаотический ре-
жим, аналогично задаче Рэлея—Бенара [10] при ма-
лом числе Прандтля. Обнаруженная начальная ста-
дия ламинарно-турбулентного перехода характерна

PS: ./fig-eps/02-02-08.eps

Рис. 8. Точка 4, сечение фазового портрета плоскостью,

R = 2800

PS: ./fig-eps/02-02-09.eps

Рис. 9. Точка 5, сечение фазового портрета плоскостью,

R = 2800

для сценария ФШМ [9], который был ранее обна-
ружен в задачах для несжимаемой жидкости. Даль-
нейшее исследование планируется провести по двум
направлениям. Во-первых, посмотреть зависимость
от числа Ричардсона, т. е. уменьшить «жесткость»
системы по отношению к числу Рейнольдса. Осо-
бенно интересен режим около границы устойчи-
вости, найденной в линейном приближении. Во-
вторых, рассмотреть сверхзвуковое течение вязкого
газа и исследовать влияние вязкости на результат
расщепления фазового пространства, полученный
в [13].

Работа поддержана Российским фондом фун-
даментальных исследований (грант 11–07–00126а)
и программой ОНИТ1 РАН (проект 1.4).
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