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используется явная схема высокого порядка типа Годунова на регулярной прямоугольной сетке.
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1. Описание задачи

Исследуется задача об обтекании кругового ци-
линдра вязкой сжимаемой жидкостью в прямоуголь-
ном канале. Задача рассматривается в двумерной по-
становке, что можно интерпретировать как случай,
соответствующий бесконечной (очень большой) дли-
не цилиндра. В случае, если плоскость течения жид-
кости перпендикулярна стенкам канала (а, следова-
тельно, и образующим цилиндра), можно перейти
к рассмотрению плоской задачи в ограниченной об-
ласти. Это значительно упрощает рассмотрение ис-
ходной трехмерной задачи, хотя и является некор-
ректным при больших значения числа Рейнольдса.

В качестве основных уравнений берутся урав-
нения Навье—Стокса для вязкой сжимаемой сре-
ды [7, 8]:8>>>>>><>>>>>>: ∂ρ

∂t
+r � (ρ~v) = 0,

∂~v

∂t
+ (~v � r)~v+

1

ρ
rp =

1

ρ
r � σ,

∂E

∂t
+r � ((E + ρ)~v) = r � (σ
 ~v). (1)

Здесь σ — тензор вязких напряжений.� Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №12–07–
31177 мол а).

Поскольку будут рассматриваться нестационар-
ные решения, то постановка задачи помимо самих
уравнений в частных производных требует также
введения некоторых непротиворечивых начальных
и граничных условий, что представляет собой не-
тривиальную задачу и связано с так называемыми
характеристиками. Следует заметить, что хотя урав-
нения Навье—Стокса формально являются уравне-
ниями параболического типа, при высоких значени-
ях числа Рейнольдса (малой вязкости) коэффициент
при старшей производной является малым, что при-
водит к необходимости при построении схемы учи-
тывать свойства «гиперболических членов» первого
порядка.

Обозначим Ω прямоугольную область канала.
Тогда расчетной областью является Ω n D, где D —
область цилиндра (или любого другого твердого те-
ла). Тогда ∂Ω — граница. Через Γ1 обозначим вход
(inlet), Γ2 — выход (outlet). Схематично геометрия
изображена на рис. 1. По вертикали размер расчет-
ной области равен 1, по горизонтали — 2; радиус
цилиндра равен 0,1; центр цилиндра (если рассмат-
ривать нижний левый угол в качестве начала прямо-
угольной декартовой системы координат, а ось абс-
цисс направить вдоль длинной стороны области Ω)
находится в точке (2/3, 0,5). На рис. 1 изображены
также 4 выбранных для исследования хаотической
динамики точки, обозначенные P0 = (1, 0,5), P1 =
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Рис. 1. Геометрия задачи

= (131/64, 25/32) = (1,484375, 0,78125), P2 = (161/64,
0,5) = (1,953125, 0,5), P3 = ( 25/64, 0,5) = (0,390625,
0,5). В работе представлены только результаты, по-
лученные для точки P3. Ниже представлены гра-
ничные условия в областях Γ1 и Γ2 :8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

ρ(x, y, t) = eρ,
vj(x, y, t) = evj 8 j = 1, 2,

∂p(x, y, t)

∂~n
= 0,

9>>>>>=>>>>>; при (x, y) 2 Γ1,

0 < t < T ;

∂ρ(x, y, t)

∂~n
= 0,

∂vj(x, y, t)

∂~n
= 0 8 j = 1, 2,

p(x, y, t) = p0,

9>>>>=>>>>; при (x, y) 2 Γ2,

0 < t < T .

(2)
Таким образом, в области Γ1(inlet) для четырех

из пяти величин задано условие Дирихле и для од-
ной — условие Неймана. С другой стороны, в обла-
сти Γ2(outlet) ситуация ровно противоположная (од-
но условие Дирихле, пять условий Неймана). Такой
подход отчасти соответствует методу постановки ха-
рактеристических условий для гиперболических си-
стем уравнений [1], когда количество задаваемых
условием Дирихле величин определяется количе-
ством входящих в область характеристик.

Вдоль оси y (поперечной основному потоку)
ставились условия периодичности области. На по-
верхности цилиндра (окружности) ставились усло-
вия «прилипания» (v = 0).

Помимо граничных необходимо также задать
и начальные условия. Выпишем их:

8><>: ρ(x, y, 0) = eρ,
vj(x, y, 0) = v0j 8 j = 1, 2,

p(x, y, 0) = p0,

9>=>; при (x, y) 2 Ω nD.

(3)
Следует обратить внимание, что начальные и гра-

ничные условия для давления согласованы (то есть
значения в начальный момент времени совпадают
с теми значениями на границе, где задана зада-
ча Дирихле), и, кроме того, задаются из следую-
щих соображений. В качестве характерной скоро-
сти используется скорость на входе (v00, v01), кото-
рая в свою очередь (так как мы решаем безразмер-
ную задачу) берется равной единичному значению
(1, 0). Характерная плотность eρ также полагается
равной единице. Как уже отмечалось, задача ре-
шается при фиксированном значении числа Маха
M = v/c = 0,3. Для этого давление выбирается так,
чтобы

p
p/ρ = ccp , где ccp — желаемая скорость зву-

ка в среде, которая исходя из условияM = 0,3 берет-
ся равной cср = 3,33. В качестве бифуркационного
параметра берется число Рейнольдса Re = ρvL/η,
где в качестве характерного размера L выбирается
диаметр цилиндра. Число Рейнольдса варьировалось
путем выбора соответсвующего значения динамиче-
ской вязкости η.

2. Схема численного решения

Для численного решения поставленной зада-
чи использовалась чисто явная схема высокого по-
рядка точности. Для пространственной аппрокси-
мации конвективных членов применялась WENO5-
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реконструкция (см. [3]), необходимая для разре-
шения областей высоких градиентов переменных
без появления численных осцилляций решения. Для
интегрирования по времени применялась TVD-RK3
схема, вязкие члены аппроксимировались с помо-
щью конечных разностей. Отдельно стоит отметить
способ разрешения криволинейной границы цилин-
дра. Для этого использовался метод «погруженной
границы». Ранее для разрешения нестационарных
аттракторов в задачах гидродинамики этот подход
уже применялся в [5], однако в последней рабо-
те он применялся в сочетании с сеточным методом
Больцмана.

3. Сценарий бифуркаций

В результате численного исследования было
установлено, что при значении числа Рейнольдса
Re = 50 в системе существует хорошо различимое
периодическое решение (рис. 2 и 3). Как минимум
при значении числа Рейнольдса Re = 500 в систе-
ме существует квазипериодическое решение (рис. 6
и 7). Решение, обнаруженное при больших значе-
ниях параметра (Re = 540,5 и Re = 588,2), также
было классифицировано нами как квазипериодиче-
ское решение с двумя частотами (двумерный тор),
однако при более детальном рассмотрении времен-
ных зависимостей и фазовых портретов можно уви-
деть обмотку малой амплитуды, которая может сви-
детельствовать о наличии в системе третьей частоты
(трехмерный тор). По всей видимости, для прояс-
нения этого вопроса требуется накопление больше-
го числа данных, чтобы увидеть более детальную
картину в сечении Пуанкаре. В целом найденные
начальные стадии соответствуют начальным стади-
ям сценария Ландау—Хопфа [2, 6], а также не про-
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Рис. 2. Фазовый портрет системы в точке P3
при значении Re = 50 — периодическое решение
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Рис. 3. Сечение фазового портрета системы в точке P3
при значении Re = 50

тиворечат предложенному в [9] и [10] обобщенно-
му сценарию (в частности, в задаче, исследованной
в работе [4], был обнаружен сценарий, при кото-
ром после трех бифуркаций Хопфа образовавшийся
трехмерный тор претерпевает бифуркацию удвоения
периода).

На остальных рис. 2–11 представлены фазовый
портрет системы в контрольной точке P3 и его се-
чение при различных значениях числа Рейнольдса.

Внешний вид решения (пространственное рас-
пределение плотности течения) представлен на рис.
12–13 для двух характерных значений числа Рей-
нольдса: Re = 1 — стационарное течение (большая
вязкость), Re = 666,7 — нестационарное решение
при низкой вязкости (для данного значения пара-
метра тип решения определить не удалось).

PS: ./fig-eps/02-03-04.eps

Рис. 4. Фазовый портрет системы в точке P3
при значении Re = 100 — периодическое решение
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Рис. 5. Сечение фазового портрета системы в точке P3
при значении Re = 100
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Рис. 6. Фазовый портрет системы в точке P3 при

значении Re = 500 — квазипериодическое решение
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Рис. 7. Сечение фазового портрета системы в точке P3
при значении Re = 500
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Рис. 8. Фазовый портрет системы в точке P3 при

значении Re = 540,5 — квазипериодическое решение
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Рис. 9. Сечение фазового портрета системы в точке P3
при значении Re = 540,5
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Рис. 10. Фазовый портрет системы в точке P3 при

значении Re = 588,2 — квазипериодическое решение
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Рис. 11. Сечение фазового портрета системы в точке P3 при

значении Re = 588,2
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Рис. 12. Поле плостности при Re = 1
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Рис. 13. Поле плостности при Re = 666,7
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Рис. 14. Зависимость вертикальной составляющей подъемной силы от времени при Re = 200
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4. Исследование подъемной силы

В работе были предприняты попытки найти не-
стационарное несимметричное решение, на котором
среднее по времени значение подъемной силы от-
личалось бы от нуля. Для этого в каждый момент
времени вычислялся интеграл по границе цилиндра
от произведения давления на внешнюю нормаль:I

∂D

~np(t) dl = ~Flift(t), (4)

и бралась вертикальная составляющая получающей-
ся силы ~Flift(t). Затем вычислялось среднее значение
по времени:

1

t2 � t1

t2Z
t1

Flift,1(t) dt,= Faver(Re) (5)

и изучалась зависимость полученных значений от
бифуркационного параметра.

В качестве наглядного примера ниже на рис. 14
приведен график зависимости от времени верти-
кальной составляющей Flift,1(t) при Re = 200.

Однако все проведенные исследования не за-
фиксировали отклонений, превышающих допусти-
мые погрешности. Несмотря на существенные ко-
лебания значений, среднее неотличимо мало. Об-
наружить существенные отклонения ни при одном
из значений числа Рейнольдса не удалось. Также,
по всей видимости, все обнаруженные нестационар-
ные решения являются симметричными, т. е. можно
говорить о том, что бифуркации вилки в системе
при заданных значениях параметров не происходит.

5. Заключение

Несмотря на то, что бифуркация потери сим-
метрии в рассмотренном диапазоне параметров не
была обнаружена, примененный в работе числен-
ный метод решения задачи оказался применимым
к разрешению сложных нестационарных аттракто-
ров. Изначально авторами работы предполагалось,
что потеря симметрии происходит в задаче обте-
кания на стадии стационарного или периодическо-
го решения. Однако никаких фактических доводов
в пользу этой гипотезы у авторов не было (кроме

других примеров потери симметрии в задачах гид-
родинамики; например, в задаче о течении в кана-
ле с симметричным расширением потеря симмет-
рии происходит на стадии стационарного течения).
Тем не менее, многочисленные примеры из области
систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний [10] показывают, что если в системе имеет-
ся решение, обладающее определенной симметри-
ей, при переходе системы к хаотической динамике
на той или иной стадии усложнения симметричное
решение теряет устойчивость, и дальнейшие каска-
ды происходят уже с асимметричными решениями.
Это дает основания полагать, что потеря симметрии
в рассматриваемой в данной работе задаче произой-
дет с каким-либо из аттракторов высокой размерно-
сти (двумерный или трехмерный тор). Прояснению
этого вопроса будет посвящена дальнейшая иссле-
довательская работа.
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