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Аннотация. Рассмотрены свойства классической макроскопической системы

с парастатистикой с неразличимыми элементами и состояниями. Показано, что такая система

эквивалентна системе с различимыми состояниями, механизм заполнения которых является

упорядоченным (IDA–система). Каждому микросостоянию системы ставится в соответствие

диаграмма Юнга. Для микросостояния вводится понятие окрестности, с помощью которого

определяется макросостояние. Получены аналитические выражения для вероятностей

и энтропий макросостояний. Анализ равновесных состояний системы позволяет сделать вывод

о том, что рост IDA–системы осуществляется по оболочкам.
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1. Понятие о парамакросистемах

Понятие макросистемы, как системы, состоя-
щей из большого числа однотипных элементов, яв-
ляется фундаментом статистической физики, но на-
ходит также приложение и в других областях, та-
ких, как моделирование биологических, социально-
экономических, транспортных и других процессов.
Вместе с тем, при выходе за рамки ограниченно-
го круга классических и квантовомеханических мо-
делей макросистем мы сталкиваемся с необычны-
ми статистическими свойствами, заслуживающими
специального рассмотрения.

Примерами моделей классических и кванто-
вомеханических статистических систем могут слу-
жить классический идеальный газ, ферми- и бо-
зе-газы [1, 2]. Кроме того, в квантовой механике
известен ряд подходов к задаче построения обоб-
щенных статистик, называемых парастатистика-
ми, которые включают в себя статистики Бозе—
Эйнштейна и Ферми—Дирака как частные случаи
(см., например, работы [3–5]). Известный пример

реальных квантовых систем с парастатистикой —
двумерные системы, в которых наблюдается дроб-
ный квантовый эффект Холла [6]. Поведение воз-
никающих при этом квазичастиц описано в работах
Ф. Вильчека (см., напр., [7]).

Аналогичное обобщение традиционных моде-
лей классической статистики было предложено на-
ми в работах [8,9]. Напомним введенное в этих рабо-
тах понятие макросистемы с парастатистикой, или
парамакросистемы: это макроскопическая класси-
ческая система, состоящая из n элементов, которые
могут находиться в g различных состояниях. В каж-
дом из этих состояний одновременно могут нахо-
диться не более чем l элементов. При l = 1 имеем
макроскопический аналог ферми-системы; l = 1
дает макроскопический аналог бозе-системы. Ес-
ли l — любое заданное целое число, то в этом слу-
чае мы говорим о макросистеме с парастатистикой;
емкость состояний l называется порядком параста-
тистики. В [8, 9] парамакросистемы предлагалось
классифицировать с учетом различимости или не-
различимости элементов и их состояний на мик-
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роуровне. Этот подход позволяет выделить большое
число систем с разными статистиками. В настоящей
работе мы остаемся в рамках этого подхода, но осо-
бое внимание уделим не только различимости элемен-
тов и состояний, но также и механизму заполнения
состояний и проанализируем его роль в формировании
статистических свойств системы. Также будет дано
описание нового типа моделей макросистем с упорядо-
ченным заполнением состояний, названного IDA, вы-
писаны аналитические выражения для вероятностей
и энтропий макросостояний, выявлен оболочечный
принцип формирования равновесных макросостоя-
ний IDA–системы. Нам представляется, что данные
модели могут найти приложение как в физических
задачах (адсорбция, рост кристаллов, образование
кластеров), так и в моделировании биологических
и социально-экономических процессов.

2. Описание системы типа IDA

Рассмотрим ящик, поделенный на g ячеек, ко-
торые заполняются шарами (общее число шаров
равно n, n < g). Все ячейки считаем эквивалентны-
ми (неразличимыми), и тогда они могут быть упоря-
дочены произвольным образом. Нам будет удобнее
упорядочивать их по убыванию их заселенностей.
Набор заселенностей ячеек λi (i = 1, . . . , g) и бу-
дет считаться микросостоянием системы. Он пред-
ставляет собой последовательность чисел λi , кото-
рые до некоторого i = r < g отличны от нуля, и од-
нозначно соответствует разбиению числа n

1. В даль-
нейшем при перечислении заселенностей ячеек ну-
ли мы будем опускать.

Наглядным изображением разбиений являют-
ся так называемые диаграммы Юнга (см. рис. 1),
в которых каждому числу λi сопоставляется столбец
с числом клеток, равным λi [14]. В данной работе
мы используем французскую запись диаграмм Юн-
га [10], в которой диаграмма начинается из левого
нижнего угла. Таким образом, каждому микрососто-
янию системы соответствует диаграмма Юнга, вы-
соты столбцов в которой равны заселенностям ячеек
в ящике (рис. 1).

Определенные вышеописанным способом мик-
росостояния появляются и при рассмотрении дру-
гого типа систем, а именно, таких, в которых состо-
яния не являются эквивалентными, а упорядочен-
ность их заселенностей возникает вследствие осо-

1 Разбиением натурального числа n называется всякая ко-
нечная невозрастающая последовательнсть натуральных чисел

λ1, λ2, . . . , λr , для которой
rX

i=1

λi = n [15]. Числа λi называ-

ются частями разбиения.

PS: ./fig-eps/Dorofeev-Popova-02.eps

Рис. 1. Диаграмма Юнга во французской записи, соответ-

ствующая микросостоянию IDA–системы; λ1 = 6, λ2 =

6, λ3 = 5, λ4 = 4, λ5 = 2, λ6 = 1. a3, b3 — длина и вы-

сота 3-го выступа

бенностей механизма их заполнения. Объясним по-
дробнее, что́ мы имеем в виду.

Представим себе ящик бесконечной протяжен-
ности, ограниченный слева бесконечно высокой стен-
кой. Ящик поделен на ячейки (каждая бесконеч-
ной емкости), следующие слева направо. В этот
ящик случайным образом попадают шары. Поста-
вим условие: пускай шар остается в ящике только
в том случае, если у него имеется не менее двух со-
седей (соседями могут быть шары, а также дно или
стенка ящика). Это означает, что в получившейся
конфигурации шаров заселенности ячеек будут сле-
довать в невозрастающем порядке. Такую конфигу-
рацию, которой однозначно соответствует некото-
рая диаграмма Юнга, мы и в этом случае принимаем
за микросостояние системы 2. Возможный порядок
накопления шаров в ящике показан на рис. 2.

Таким образом, как для систем с неразличимы-
ми состояниями, так и для систем с различимыми
состояниями, но с упорядоченным их заполнением,
мы приходим к одной и той же статистике, кото-
рую мы, следуя обозначениям, предложенным в [8],
назовем IDA: I означает, что все элементы системы
неразличимы (англ. indistinguishable), D показывает
различимость состояний (англ. distinguishable); по-
следнее A говорит о том, что механизм заполнения
состояний является упорядоченным (англ. arranged).

Зафиксируем количество элементов в системе
(шаров) n и обозначим Γn —множество всех микро-
состояний такой системы, а N(Γn) — их количество,
т. е. количество разбиений числа n [13]. В дальней-

2 Если бы нам потребовалось работать с различимыми эле-
ментами в системе и для каждой ячейки указывать номера со-
держащихся в ней шаров по порядку попадания в ящик, то мик-
росостоянию соответствовала бы схема Юнга, заполненная нату-
ральными числами, упорядоченными по возрастанию в столбцах
и строках, начиная с левой нижней клетки, в которой всегда рас-
положен шар с номером один. Такой порядок заполнения схемы
Юнга называется натуральным, а сама схема, или таблица, Юн-
га — стандартной [14].
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Рис. 2. Модель IDA–системы: шары, падающие в левый нижний угол ящика

шем в обозначении N(Γn) мы будем опускать аргу-
мент Γn и писать просто N.

За неимением детальной информации о про-
цессе формирования микросостояний, будем счи-
тать вероятности всех микросостояний одинаковы-
ми и равными 1/N. Введем теперь понятие макро-
состояния для исследуемой модели.

В пространстве микросостояний нашей систе-
мы зададим следующую метрику: назовем расстоя-
нием ρ(λ, λ0) между двумя микросостояниями λ и λ

0
наименьшее число клеток, которые нужно переста-
вить, чтобы получить из диаграммы λ диаграмму λ

0
или наоборот. Определенное таким образом рассто-
яние вычисляется по формуле:

ρ(λ, λ0) =
1

2

gX
i=1

jλi � λ
0
ij. (1)

Назовем окрестностью радиуса k микросостояния λ

множество микросостояний Qk(λ), лежащих от λ

на расстоянии, меньшем либо равном k:

Qk(λ) = fλ0 j ρ(λ, λ0) 6 kg. (2)

Такие окрестности будем рассматривать как мак-
росостояния системы. Иначе говоря, макросостояни-
ем с центром λ и радиусом k будем называть окрест-
ность радиуса k микросостояния λ.

Такой способ определения макросостояния си-
стемы является естественным в ряде ситуаций, воз-
никающих при исследовании физических систем.
Например, при наблюдении процесса осаждения ча-
стиц на некоторую поверхность, когда могут счи-
таться эквивалентными (или неразличимыми в силу
ограниченной точности приборов) состояния, раз-
личающиеся перестановкой небольшого числа ад-
сорбирующихся частиц (обозначим это число k).
Тем самым мы приходим к понятию макрососто-
яния как окрестности радиуса k.

В настоящей работе мы ограничимся рассмот-
рением статистики макросостояний с радиусом, рав-
ным единице. Это рассмотрение, естественно, мо-
жет быть выполнено и для окрестностей с бо́льшими
радиусами. Единичную окрестность микросостоя-
ния Q1(λ) далее будем обозначать Q(λ).

Вероятность макросостояния P (Q(λ)) будем
определять по формуле:

P (Q(λ)) =
N(Q(λ))

N
, (3)

где N(Q(λ)) — количество диаграмм в окрестности,
иначе говоря, емкость окрестности.

Энтропия состояния, вычисляемая как лога-
рифм вероятности, следовательно, имеет вид:

S(Q(λ)) = ln P (Q(λ)) = ln N(Q(λ))� ln N . (4)

Вычисление вероятности макросостояния с цен-
тром λ (для фиксированного числа частиц n) воз-
можно посредством перебора всех остальных раз-
биений, с нахождением расстояния от λ до каждого
из них. Отобрав среди этих разбиений только те, ко-
торые находятся от λ на расстоянии ρ 6 1, можно
вычислить емкость единичной окрестности λ, а зна-
чит, и вероятность соответствующего макросостоя-
ния. Однако с ростом n количество его разбиений
растет чрезвычайно быстро, поэтому ниже предлага-
ется алгоритм, позволяющий определить величину
единичной окрестности заданного разбиения без пе-
ребора всех остальных разбиений.

Для нахождения емкости единичной окрестно-
сти разбиения важным оказывается число выступов
и впадин в его диаграмме Юнга. Будем говорить,
что на i-й позиции диаграммы есть выступ, если
заселенность i-й ячейки больше, чем заселенность
следующей ячейки. Так, диаграмма, изображенная
на рис. 1, имеет 5 выступов. Количество выступов
в диаграмме обозначим q. Для каждого выступа вве-
дем длину ai и высоту bi . Так, на рис. 1 третий выступ
имеет высоту 2 и длину 1. Далее, будем говорить, что
на j-й позиции диаграммы имеется впадина, если
либо j = 1, либо λj�1 > λj . Если число выступов
в диаграмме равно q, то число впадин будет рав-
няться q + 1. Рассмотрение возможных перестано-
вок элементов приводит к следующему выражению
для величины единичной окрестности (его вывод
см. в Приложении 1):

N(Q(λ)) = q
2
+

qX
i=1

pi + 1. (5)

Здесь pi = p(ai) + p(bi)� 1;

p(x) =

8<: 0, x = 1,

1, x > 1.
(6)

Заметим также, что сопряженным к разбиению λ

называется разбиение λ0 , диаграмма которого по-
лучается из диаграммы λ транспонированием, т. е.

18 Труды ИСА РАН. Том 63. 4/2013



Парамакросистемы с упорядоченным заполнением состояний. Часть I

PS: ./fig-eps/Dorofeev-Popova-04.eps

Рис. 3. Разбиения числа n = 6 и величины их единичных окрестностей. Разбиения, сопряженные

показанным на рисунке, имеют равную с ними величину окрестности

отражением относительно главной диагонали. Та-
ким образом, λ0

i , число клеток в i-й строке λ0 , есть
в то же время число клеток в i-м столбце диаграм-
мы λ [10]. Из симметрии нашей задачи и из условия
равновероятности микросостояний следует, что со-
стояния, соответствующие сопряженным между со-
бой диаграммам, имеют одинаковую вероятность.

Макросостояния с наибольшей вероятностью,
следуя принятой в статистической физике термино-
логии, будем называть равновесными.

На рис. 3 изображены разбиения числа n = 6,
первое из которых λ1 = f3, 2, 1g имеет наибольшую
единичную окрестность и, следовательно, является
равновесным. Данное разбиение сопряжено самому
себе. Ради экономии места, а также из соображений
простоты восприятия, мы не поместили на этом ри-
сунке диаграммы, сопряженные показанным здесь
(и, следовательно, имеющие равные с ними еди-
ничные окрестности).

На рис. 4 представлены величины единичных
окрестностей для разбиений числа n = 14. Разби-
ения упорядочены по убыванию величины окрест-
ности, и каждому из них присвоен номер m. По-
лучаемый график представляет собой совокупность
горизонтальных отрезков. Длина каждого отрезка
равна количеству макросостояний с соответствую-
щей емкостью. В случае n = 14 наибольший размер
окрестности N(Q(λ)) = 15 имеют два разбиения:
λ1 = f5, 3, 2, 2, 1, 1g и λ2 = f6, 4, 2, 1, 1g, — сопря-
женные друг другу. Соответствующие им макросо-
стояния: Q(λ1) и Q(λ2), таким образом, оказывают-
ся наиболее вероятными.

3. Равновесные состояния системы IDA

Рассмотрим равновесные состояния IDA–сис-
темы последовательно для различных значений n.

Для n = 1 существует только одно разбиениеf1g. Для n = 2 два из двух возможных разбиений:

PS: ./fig-eps/Dorofeev-Popova-03.eps

Рис. 4. Величины окрестностей для разбиений числа

n = 14f2, 0g и f1, 1g, — являются сопряженными и, сле-
довательно, имеют одинаковую единичную окрест-
ность с емкостью 2.

При n = 3 наибольшую единичную окрест-
ность имеет разбиение f2, 1g. Ее емкость равня-
ется 3.

В этом месте целесообразно ввести несколько
новых обозначений.

Клетки диаграммы будем обозначать: (i, j), где
i — номер столбца, j — номер строки, начиная сни-
зу, и назовем s-й оболочкой совокупность клеток
диаграммы, убывающих по высоте в столбцах с ша-
гом единица, начиная с s: (1, s), (2, s�1),...,(s, 1).
Так, заполненная третья оболочка выделена на рис. 5.
Назовем оболочки буквами a, b, c, . . . , и будем на-
зывать конфигурацией совокупность разбиений с оди-
наковым числом клеток на соответсвующих оболоч-
ках. Конфигурации будем, как в атомной спектро-
скопии, обозначать названиями оболочек с указа-
нием количества элементов на каждой из них. Мак-
симальное количество элементов на оболочке сов-
падает с ее порядковым номером.

К примеру, первая оболочка a заполняется при
n = 1. Так как на ней находится всего один эле-
мент, эту конфигурацию мы обозначаем 1a. Следом
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Рис. 5. Заполнение оболочки с номером 4. темным цветом выделена заполненная третья оболочка c. кроме

показанных здесь конфигураций, наиболее вероятными являются также сопряженные им

за a начинает заполняться оболочка b. Конфигура-
ции 1a1b, в которой на оболочке b появляется пер-
вая частица, соответствуют два разбиения: f2, 0g
и f1, 1g. При n = 3 оболочка b оказывается за-
полненной, при этом имеем конфигурацию 2b, ко-
торому соответствует разбиение f2, 1g. Разбиениеf2, 1g соответствует заполненной оболочке, а его
части λ1 = 2 и λ2 = 1 следуют строго по убыва-
нию с шагом единица. Далее мы в записи можем
не отражать уже заполненные внутренние оболоч-
ки и обозначать конфигурацию просто количеством
элементов на самой внешней заполненной и после-
дующих незаполненных оболочках. Так, за конфи-
гурацией 2b следуют конфигурации 2b1c, а затем
2b2c. Третьей заполненной оболочке (конфигурация
3c) соответствует разбиение f3, 2, 1g числа n = 6.

Расчеты с использованием выражения (5) по-
казывают, что в равновесных состояниях с числом
частиц

ns = s(s + 1)/2, s = 1, 2 . . . , (7)

в системе оказываются заполненными оболочки с пер-
вой по s-ю и нет частично заполненных оболочек.
Числа ns также называются треугольными [11].

До n = 8 включительно частично заполненной
может оставаться только одна оболочка. Начиная
с n = 9 частицы могут находиться одновременно
на нескольких внешних оболочках. Оболочки начи-
нают заполняться с крайних элементов, прилегаю-
щих к дну и стенке ящика. Так, на рис. 5 показа-

на последовательность заполнения оболочки с но-
мером 4. В том случае, если наиболее вероятных
диаграмм несколько, они получаются друг из дру-
га перестановкой внешних элементов, находящихся
на частично заполненных оболочках, как в случае
n = 9, см. рисунок.

PS: ./fig-eps/Dorofeev-Popova-06.eps

Рис. 6. Изменение емкости окрестности наиболее

вероятного разбиения с ростом n

При n = 15 равновесное состояние имеет вид:f5, 4, 3, 2, 1g, что соответствует заполненной пятой
оболочке, конфигурация 5e.

На рис. 6 представлен график роста емкости
наиболее вероятного состояния с увеличением чис-
ла частиц. Когда число частиц n принимает значе-
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ния ns (см. (7)), величина окрестности терпит ска-
чок.

Характерный для модели IDA механизм запол-
нения состояний позволяет получить явное выра-
жение для емкости равновесного состояния (вывод
см. в Приложении 2):

Nmax(n) = Ns + [
p

4∆n + 1� 1], (8)

где

Ns = s(s� 1)+ 1; s =

�p
8n + 1� 1

2

�
; ∆n = n�ns.

(9)
Квадратные скобки в (8, 9) обозначают целую часть.

Отметим также черты сходства IDA–системы
с ростом кластеров инертных газов. В IDA–системе,
так же, как и в названном типе кластеров, значение
имеют только связи между ближайшими соседями
и можно не брать в расчет дальнодействующие си-
лы. Кроме того, так же, как и в случае с кластера-
ми, при малом количестве частиц заполнение идет
по оболочкам, тогда как с ростом размера кластера
(как и конфигурации типа IDA) начинают одновре-
менно заполняться несколько оболочек [12].

Заключение

Рассмотрен тип парамакросистем, для стати-
стических характеристик которого важную роль иг-
рает механизм заполнения состояний. Построен ал-
горитм нахождения вероятности макросостояния
IDA–системы (формулы (3), (5)). Показано, что за-
полнение IDA–системы имеет оболочечный харак-
тер, подобно модели электронных оболочек ато-
ма и оболочечной модели атомного ядра. Получено
аналитическое выражение (8) для емкости единич-
ной окрестности наиболее вероятных состояний.

В реальных физических системах описанный
механизм заполнения состояний может быть пред-
ставлен, к примеру, процессом адсорбции, в кото-
ром для осаждающейся частицы более энергетиче-
ски выгодным является положение с бо́льшим чис-
лом соседей. Если частица не имеет достаточно свя-
зей с уже осевшими частицами, она не может оста-
ваться на поверхности и отрывается. Кроме того
(см., например, обзор [12] Р. С. Берри и Б.М. Смир-
нова), сходный механизм характерен и для процесса
роста кластеров, при котором наиболее стабильны-
ми являются кластеры с наибольшим числом связей
между ближайшими соседями.

Приложение 1

Чтобы найти число диаграмм, лежащих в еди-
ничной окрестности данной, нужно сосчитать все
различные способы перестановки одной клетки
в этой диаграмме. Чтобы не было нарушено усло-
вие убывания заселенностей ячеек, можно пере-
ставлять только клетки, находящиеся на вершинах
выступов. Из тех же соображений, клетки могут
быть размещены только во впадинах диаграммы.
Если в диаграмме q выступов, то впадин для но-
вых клеток в ней будет q + 1. Для каждого выступа
найдем число способов Ni , которыми его верши-
на может быть переставлена на новое место, а за-
тем просуммируем полученные числа по всем вы-
ступам диаграммы. Поскольку сама исходная диа-
грамма включается в свою единичную окрестность,
к полученной сумме нужно еще прибавить единицу.

Величина слагаемого Ni , соответствующего i-му
выступу, определяется формой данного выступа. Ес-
ли и длина ai , и высота bi выступа равны единице,
т. е. выступ совпадает со своей вершиной, то при
удалении ее в диаграмме останется только q впадин,
из которых одну клетка занимала раньше. Следова-
тельно, в диаграмме для нее останется еще q � 1
впадин, в которые она может быть переставлена.
Таким образом, вклад в общую сумму для выступа,
у которого ai = bi = 1, равняется Ni = q � 1.

В случае выступа, у которого ai > 1, bi = 1
или ai = 1, bi > 1, после удаления клетки с вы-
ступа в диаграмме остается прежнее число впадин
q+1, из которых для формирования новых диаграмм
клетка может занять Ni = q.

Наконец, если и длина, и высота выступа боль-
ше единицы: ai > 1 и bi > 1, — при удалении клет-
ки в диаграмме становится на одну впадину больше:
q + 2. Из них могут быть использованы все, кроме
той, которую клетка занимала ранее, т. е. Ni = q+1.

Таким образом, в общем виде можно записать:

Ni = q + pi,

где pi = p(ai) + p(bi)� 1;

p(x) =

8<: 0, x = 1,

1, x > 1.
(10)

Сложив все Ni и прибавив единицу в конце, полу-
чаем формулу (5).

Приложение 2

Рассмотрим произвольную диаграмму Юнга λ

с q выступами. Пусть A — размер диаграммы по го-
ризонтали, т. е. длина ее первой строки, B — размер
диаграммы по вертикали, иначе говоря, высота пер-
вого ее столбца.
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Лемма 1. q 6 minfA, Bg.
Доказательство. Очевидно, поскольку каждый из
выступов занимает не менее одной строки по вер-
тикали и не менее одного столбца по горизонтали.

Лемма 2. У каждого выступа равновесной диаграм-
мы один из размеров обязательно равен единице.

Доказательство. Рассмотрим диаграмму λ с q выс-
тупами, у которой j-й выступ имеет размеры aj > 1,
bj > 1. Величина единичной окрестности λ дает-
ся формулой (5). Переставим вершину j-го выступа
на свободное место справа от последнего столбца λ.
Полученную диаграмму обозначим λ

0 , число высту-
пов в λ

0 обозначим q
0 . Единичная окрестность λ

0
запишется как N 0

= q02 + 1 +

q0X
i=1

p0i . Покажем, что

N
0

> N и, следовательно, диаграмма λ не может
быть равновесной.

В исходной диаграмме pj = +1. В конечной
диаграмме на месте j-го выступа образовались два
новых, для которых p0j, p0j+1 > �1. Число выступов
новой диаграммы q

0
= q + 1 или q + 2. О выступах,

не затронутых изменениями, известно, что p0i = pi

для i = 1, . . . , j� 1; p
0
i = pi�1 для i=j+2,. . .,q+1.

Если q
0
= q + 2, то для i = q + 2 имеем p

0
q+2 > �1.

Отсюда

N
0 �N = q

02 � q
2 � qX

i=1

pi +

q0X
i=1

p
0
i > q

02 � q
2 �

q0X
i=q+1

1� 3 = (q0 � q)(q0 + q � 1)� 2 > 0

при q > 1.
Случай q = 1 рассмотрим отдельно. Имеем j =

= q = 1; N = q
2
+1+1. В этом случае существуют

две различные возможности:

1. b1 = 2. Тогда q0 = q + 1 = 2; p01 > �1, p02 = 0.
Получаем N

0
= q

02
+ 1 + p1 + p2 > q

02
+ 1 � 1.

Отсюда N
0�N > q

02� q
2� 1� 1 = 22� 12� 2 =

= 1 > 0.

2. b1 > 2. В этом случае q
0

= q + 2 = 3. Для
p
0
i имеем: p

0
1, p

0
2 > �1, p

0
3 = �1. Отсюда N

0
>

> q02+1�3 и N 0�N > q02�q2�4 = 32�12�4 =

= 4 > 0.

Для всех возможных случаев лемма доказана. �

Лемма 3. Пусть две диаграммы: λ и λ0 , — содер-
жат n и n

0 клеток и q и q
0 выступов, соответствен-

но. Тогда если n
0
> n, а q

0
< q, то λ

0 не является
равновесной.

Доказательство. Величины единичных окрестнос-
тей λ и λ0 даются формулой (5). Их разность име-
ет вид:

N �N
0
= q

2 � q
02

+

qX
i=1

pi � q0X
i=1

p
0
i,

причем для λ все величины pi > �1. Диаграмма
λ
0 , у которой присутствуют выступы с размерами

ai, bi > 1, является заведомо неравновесной по лем-
ме 2, поэтому рассмотрим диаграмму λ0 , в которой
у каждого выступа хотя бы один размер равен еди-
нице. Это означает, что p0i 6 0 для всех i. Имеем:

N �N
0
> q

2 � q
02 � q > (q � 1)2 � q

02
> 0.

Отсюда видим, что N
0
< N. Следовательно, λ

0 не мо-
жет быть равновесной. �

Следствие: равновесная диаграмма обладает наи-
большим возможным (при данном n) количеством
выступов.

Лемма 4. Назовем «треугольной» диаграмму λ(s) =

= fs, s � 1, . . . , 1g. Число ее клеток равно ns =

= s(s+1)/2. Пусть λ0 — произвольная диаграмма с чис-
лом клеток n

0
> ns . Если в λ

0 содержится такой
столбец λ

0
j , что λ

0
j < λ(s)j , то λ

0 не является равно-
весной.

Доказательство. Если диаграмма λ0 содержит та-
кой столбец λ0

j , что λ0
j < λ(s)j , то λ0

j < s � j + 1.
Рассмотрим две диаграммы, содержащиеся в λ0 :

λ0
(1) = fλ0

1 � λ0
j, λ0

2 � λ0
j, . . . , λ

0
j�1 � λ0

jg и

λ0
(2) = fλ0

j, λ0
j+1, . . . , λ

0
rg,

где r — номер последнего столбца в λ
0 . Число вы-

ступов в λ
0 можно записать как q

0
= q

0
1 + q

0
2 , где

q
0
1, q

0
2 — количества выступов в λ

0
(1), λ

0
(2) , соответ-

ственно. Пусть A
0
1 = j� 1 — размер диаграммы λ

0
(1)

по горизонтали, B
0
2 = λ

0
j — размер λ

0
(2) по вертика-

ли. Тогда A
0
1+B

0
2 = j�1+λ

0
j < s. Согласно лемме 1,

q
0
1 6 A

0
1, q

0
2 6 B

0
2,

поэтому общее число выступов в λ0 : q0 = q01 + q02 6

6 A0
1 + B0

2 < s. Следовательно, λ0 не является рав-
новесной (см. лемму 3 и ее следствие). �

Лемма 5. Если n = ns , то равновесной является
«треугольная» диаграмма λ(s) . Размер ее окрестности
равняется

N(Q(λ(s))) = Ns = s(s� 1) + 1.

Доказательство. То, что «треугольная» диаграмма
является равновесной, следует из леммы 4. Величи-
на ее единичной окрестности вычисляется по фор-
муле (5). Для λ(s) все pi = �1, поэтому получаем

N(Q(λ(s))) = Ns = s
2
+ 1� s = s(s� 1) + 1. �
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Лемма 6. Если ns < n < ns+1 , то для равновесной
диаграммы λ с n клетками справедливы следующие
утверждения:

1) λ(s) полностью содержится в λ;

2) размер ее окрестности превосходит Ns ;

3) число выступов в ней равно s.

Доказательство. Первое утверждение непосредст-
венно следует из леммы 4. Второе утверждение дока-
зывается тем, что из n > ns клеток можно построить
диаграмму, у которой величина единичной окрест-
ности превосходит Ns . Для этого достаточно доба-
вить n� ns клеток в первую строку диаграммы λ(s) .
Третье утверждение доказывается следующим обра-
зом. Так как у равновесной диаграммы с n < ns+1

клеток найдется хотя бы один столбец, такой, что
λj < λ(s+1)j , то, по лемме 4, количество выступов
в ней меньше, чем s + 1. Далее, поскольку для рав-
новесной диаграммы с n > ns размер единичной
окрестности превосходит Ns , число выступов в ней
q > s. Отсюда для числа выступов диаграммы име-
ем: s 6 q < s + 1, следовательно, q = s. �

Итак, в процессе формирования следующей обо-
лочки число выступов в равновесной диаграмме
должно оставаться неизменным. Согласно (5), ве-
личина окрестности диаграммы зависит, кроме ко-
личества выступов, еще и от их размеров. Поэтому
для увеличения окрестности равновесного состоя-
ния должно увеличиваться количество длинных вы-
ступов в диаграмме. Длинными мы будем называть
выступы, у которых ai = 1, bi > 1 или ai > 1, bi = 1.
Вообще, так как у равновесных диаграмм только
один из размеров выступов может быть больше еди-
ницы, мы в дальнейшем, там где это не приведет
к путанице, будем любой из размеров выступов на-
зывать длиной.

Изменение окрестности равновесного состояния
по сравнению с λ(s) обозначим ∆N(n)=Nmax(n)�Ns .

Опишем здесь механизм построения оболочек,
при котором увеличивается число длинных высту-
пов в диаграмме.

В качестве исходной диаграммы возьмем λ(s) .
У этой диаграммы ∆N = 0. Начнем прибавлять
к ней клетки так, чтобы число выступов не изменя-
лось, но как можно больше выступов становились
длинными. Число добавленных клеток n � ns обо-
значим ∆n. Первая клетка должна быть добавлена

с краю — в первый столбец или в нижнюю строчку.
Тогда длина одного из выступов, а следом за ней
и ∆N увеличатся на единицу. Равновесное состоя-
ние с ∆n = 1 порождается одной из двух сопряжен-
ных друг другу диаграмм: fs+1, s�1, s�2, . . . , 1g
и fs, s� 1, . . . , 1, 1g. Состояние с двумя элемента-
ми на внешней оболочке будет содержать два длин-
ных выступа на краях. Соответствующее разбиение
имеет вид: fs+1, s�1, s�2, . . . , 1, 1g, — и сопря-
жено само себе. У него ∆N = 2. Так, с добавлением
к исходной диаграмме двух клеток емкость равно-
весного состояния возросла на два. Чтобы увеличить
Nmax(n) еще на единицу, нужно построить на на-
шей диаграмме третий длинный выступ. Для этого
можно, например, последовательно прибавить две
клетки к верхней части диаграммы, в первый и вто-
рой столбцы. Получившаяся диаграмма имеет вид:fs+2, s, s�2, s�3, . . . , 1, 1g. У нее и у диаграммы,
сопряженной ей, величина единичной окрестности
будет Nmax = Ns + 3. Симметричным добавлени-
ем двух клеток с другой стороны диаграммы будет
построен следующий длинный выступ. Получается,
что на этом этапе длинные выступы пристраива-
лись симметрично с двух сторон диаграммы (сверху
и справа), и каждый раз для этого, а значит, и для
увеличения емкости равновесного состояния на еди-
ницу, требовалось добавление двух клеток. Постро-
ение каждого из двух следующих длинных выступов
потребует добавления трех клеток с каждой сторо-
ны диаграммы, и теперь ∆N составит 6. Далее для
построения с одной стороны каждого последующего
длинного выступа потребует добавления на единицу
большего количества элементов. Выпишем после-
довательно те количества добавляемых элементов,
которые приводят к увеличению ∆N на единицу:
1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4,.... Соответствующее изменение
∆N с ростом ∆n представлены в табл. 1.

Эта последовательность нарушится тогда, когда
элементов на внешних оболочках станет достаточно
для заполнения следующей, s+1-й, оболочки. Тогда
все клетки, которые находились на оболочках более
высокого уровня, переместятся с них на s + 1-ю
и мы получим состояние, которому соответствует
разбиение: fs + 1, s, s� 1, . . . , 1g.

Таблица 1

Изменение величины единичной окрестности наиболее вероятного состояния ∆N

с ростом числа элементов на внешних оболочках ∆n = n� ns

∆n = n� ns 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

∆N = Nmax(n)�Ns 0 1 2 2 3 3 4 4 4 5 5 5 6
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Из этих результатов легко получить зависимость
∆N от ∆n:

∆N = [
p

4∆n + 1� 1]. (11)

Конечная формула будет удобнее для исполь-
зования, если все величины в ней будут выражаться
через одну — число клеток диаграммы. Чтобы это
условие было выполнено, выразим номер послед-
ней полностью заполненной оболочки s через n.
Для n = ns имеем равенство:

s(s + 1)/2 = ns,

откуда находим s = (
p

8ns + 1 � 1)/2. Поскольку s

должно оставаться целым и постоянным при ns 6

n < ns+1 , для произвольного n от этого выражения
следует взять целую часть. Окончательно получаем

s =

�p
8n + 1� 1

2

�
.

Подставив все величины в Nmax(n), получим
формулу (8).
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