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Аннотация. В работе рассматривается двухуровневая схема планирования в 

динамической модели децентрализованной экономики с леонтьевскими технологиями. 

Показано, что использование такой схемы планирования ускоряет сходимость 

траектории выпусков к неймановскому лучу в угловой квазиметрике. 
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В реальной экономике крупные и средние пред-
приятия, наряду с планированием текущей деятель-
ности, занимаются также составлением планов ра-
бот на среднесрочную и долгосрочную перспективу. 
Как правило, эти планы связаны с развитием и мо-
дернизацией основных производственных фондов, 
расширением рынка сбыта, а также освоением вы-
пуска новых видов продукции. Совокупность пла-
нов крупной фирмы образует иерархическую струк-
туру, обеспечивающую согласованность планов раз-
ного временного масштаба. Эта структура и ее эле-
менты являются динамическими объектами, так как 
постоянно возникают новые планы, выполненные 
планы покидают структуру, и все планы могут кор-
ректироваться вплоть до отмены.* 

Рассмотрим модель функционирования многоот-
раслевой децентрализованной экономики с леон-
тьевскими технологиями [1], в которой присутству-
ют элементы иерархии планов производства. Огра-
ничимся простейшим случаем двухуровневой струк-
туры планирования. 

                                                           
 * Работа выполнена при поддержке Российского фонда фун-

даментальных исследований (проекты № 13–07–00730, 
№ 11–07–00201). 

Введем следующие обозначения:  
t  – индекс временнго шага модели, = 0,1, 2,t … ; 
i  – индекс отрасли, = 1, ,i n… ;  
A – квадратная неотрицательная матрица порядка 

n , элементы которой ija  равны удельным затратам 

продукта i  при производстве продукта j  (эти ко-

эффициентами называются технологическими);  
( )x t  – вектор выпуска продукции экономической 

системой на шаге t , компоненты которого равны 
объемам производства соответствующих отраслей 
на данном шаге: 1( ) = { ( ), , ( )}T

nx t x t x t… ;  

( )s
x t  – вектор объемов реализации продукции, 

произведенной на шаге t ;  

( )d
x t – вектор объемов спроса на продукты, про-

изведенные на шаге t ;  

( )p
x t
⌣  – вектор перспективных планов выпуска 

продукции на шаге t ;  

ˆ ( )p
x t  – вектор текущих планов выпуска продук-

ции на шаге t . 
Вектор реализации удовлетворяет очевидному 

неравенству  
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( ) ( ), = 0,1, 2, .s
x t x t t …�  

Поскольку рассматриваемая модель является де-
централизованной, то все отрасли самостоятельно 
планируют свою работу. Будем предполагать, что в 
момент окончания шага 1t −  отрасль i  определяет 
перспективный план выпуска на шаге 1t + , исходя 
из последних известных данных по объему реализа-
ции продукции:  

( 1) = ( 2), 2, = 1, , ,p s

i ix t kx t t i n+ −
⌣

…�  

где коэффициент k  одинаков для всех отраслей и 
постоянен на всех шагах. 

Полученный перспективный план порождает 
вектор величин спроса ( )d

x t
⌣  на ресурсы, необходи-

мые для его выполнения:  

( ) = ( 1).d p
x t Ax t +
⌣ ⌣  

В свою очередь, полученный вектор величин 
спроса порождает текущий план производства:  

ˆ ( ) = ( ).p d
x t x t

⌣  

 Заметим, что информационное взаимодействие 
между отраслями при составлении текущего плана 
сводится к отправке заявок соответствующим про-
изводителям на поставку необходимого объема про-
дукта для выполнения перспективного плана. 

Будем предполагать, что произведенная продук-
ция распределяется согласно следующей процедуре. 

Отрасль i , = 1, ,i n… , получив заявки от потреби-

телей и подсчитав показатель ( 1)d

ix t − , вычисляет 
коэффициент  

( 1) = ( 1) / ( 1),d

i i it x t x tη − − −  

характеризующий обеспеченность текущих планов 
ресурсом, который она произвела. Далее эти коэф-
фициенты сообщаются всем отраслям системы. На 
основе полученных данных каждая из отраслей (или 
некий информационный центр) вычисляет макси-
мальное значение этих показателей:  

  max ( 1) =  ( 1).max i
i

t tη η− −   (1) 

Если окажется, что max ( 1) 1tη − � , то спрос каж-

дой из отраслей на ресурсы, произведенные на ша-
ге 1t − , удовлетворяется полностью, и объемы по-
ставок обеспечивают выполнение намеченных пла-
нов. В этом случае объем производства каждой от-
расли будет равен ее текущему плану выпуска: 

ˆ( ) = ( )p

i ix t x t , = 1, ,i n… . Если же max ( 1) > 1tη − , то 

полное выполнение планов становится невозмож-

ным. В этом случае все отрасли, используя данный 
параметр, уменьшают текущие планы выпусков: 

maxˆ ˆ( ) := ( ) / ( 1), = 1, , .p p

i ix t x t t i nη − …  

Соответственно, величина спроса на все виды ре-
сурсов также уменьшается в max ( 1)tη −  раз. В этом 

случае скорректированные текущие планы полно-
стью обеспечены ресурсами, при этом вновь вычис-
ленный показатель max ( 1)tη −  равен единице. 

Текущий план, допустимый по ресурсам, одно-
значно определяет объемы реализации продукции, 
произведенной на предыдущем шаге:  

=1

( 1) =  ( ), = 1, , .
n

s p

i ij j

j

x t a x t i n− ∑ …  

Далее начинается производственный цикл на ша-
ге t , объемы выпусков которого формируют вектор 

( )x t . По окончанию цикла t  определяется новая па-

ра векторов планов ( 2)p
x t +
⌣ , ˆ ( 1)p

ix t +  и т. д. 

Легко видеть, что в этом случае векторы выпуска 
на двух соседних шагах связаны равенством вида  

2( 1) = ( 1)  ( 1) = ( 1)  ( ),p
x t t A x t t k A x tβ β+ + + +

⌣  

где положительный скалярный множитель ( )tβ  со-

относит текущий план с реальным выпуском и свя-
зан с параметром max ( 1)tη − , определенным по фор-

муле (1), так: max( ) = 1 / ( 1)t tβ η − . 

Применяя индукцию, выпишем зависимость век-
тора выпуска ( )x t  от вектора первоначального пер-

спективного плана (2)p
x
⌣ :  

( 1) 2 1( ) = ( ) ( 1) (1)  (2).t t p
x t t t k A xβ β β − −−

⌣
⋯  

Используя фробениусово число 
Aλ  матрицы A , 

полученную зависимость запишем в виде  

2 1

2 1 ( 1)( ) = ( ) ( 1) (1) (2).
t

t t p

Y

Y

Y
x t t t k xβ β β λ

λ

−

− −  
−  

 

⌣
⋯  

   (2) 

Теорема. Если технологическая матрица A  сис-
темы примитивна, векторы (0)x  и (2)p

x
⌣  строго по-

ложительны и выполняются неравенства 

 (1/ )Ak λ� , 

то рассматриваемая схема функционирования сис-
темы либо асимптотически выводит систему на ре-
жим сбалансированного роста, либо сохраняет этот 
режим при соответствующих значениях исходных 
векторов (0)x  и (2)p

x
⌣ . 
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Исчерпывающее доказательство этого утвержде-
ния, которое следует из эргодических свойств по-

следовательности матриц вида ( / )t

AA λ , = 1, 2,t …  
(см., например, [2]), приведено для динамического 
уравнения вида (2) в [1]. 

Таким образом, здесь имеет место сходимость 
последовательности нормированных векторов 
{ }( )/ ( )x t x t� �  к некоторому фробениусову вектору 

Ax  матрицы A . 

Для рассматриваемого случая справедлива сле-
дующая оценка скорости сходимости последова-
тельности нормированных выпусков к фробениусо-
ву вектору 

Ax  матрицы A  (см.[3]):  

( )2 1 2 1/ (2) < ,
t p t

A AA x x Crλ − −

∞
−

⌣
 

где C – некоторая положительная константа, а ска-
лярный параметр r  удовлетворяет двустороннему 
ограничению вида 11 > >| | /n Ar λ λ− , где 1nλ −  – вто-

рое по величине модуля собственное число техноло-
гической матрицы A . 

Сопоставление этой оценки с аналогичной оцен-
кой скорости сходимости в модели, где используется 
только текущее планирование [4], показывает, что 
использование двухэтапного планирования сущест-
венно увеличивает скорость сходимости к пределу 
последовательности нормированных выпусков, т. е. 
асимптотическое приближение траектории выпуска 
к лучу Неймана в угловой квазиметрике происходит 
более быстрыми темпами. 
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