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Введение 

Теория оценки производных финансовых инст-
рументов представляет собой интересную математи-
ческую теорию, которая возникла на стыке теории 
краевых задач для уравнений с частными производ-
ными, вычислительной математики и теории слу-
чайных процессов. Главным объектом ее исследова-
ния является производный финансовый инструмент 
(дериватив), представляющий собой контракт права 
и обязанности сторон по которому некоторым обра-
зом зависят от базового актива. В качестве такого 
актива могут выступать ценные бумаги, курсы ино-
странных валют, процентные ставки, биржевые ин-
дексы и т. п. Так как стоимость производных финан-
совых инструментов определяется поведением базо-
вого актива, то они не имеют своей фундаменталь-
ной стоимости, а оценивание их справедливой стои-
мости тесно связано с изучением базового актива. 

Одним из примеров производного финансового 
инструмента является опцион. Опцион это контракт, 
по которому его покупателю предоставляется право 
приобрести (или продать) базовый актив в опреде-
ленный срок по заранее оговоренной цене при реа-
лизации в будущем оговоренных условий на цену 
базового актива. Так как многие вопросы оценки 
справедливой стоимости производных финансовых 
инструментов сводятся к вопросу оценки стоимости 
опционов, то опционы в этой теории играют особую 
роль. 

В зависимости от условий исполнения среди оп-
ционов выделяют бермудские, американские и евро-
пейские опционы. Обладатель американского оп-
циона может его исполнить в любой момент до ис-
течения срока контракта, бермудский опцион также 
может исполняться до истечения срока контракта, но 
только в заранее оговоренные моменты времени. 
Наиболее простым и самым распространенным яв-
ляется европейский опцион, который может быть 
исполнен только в момент истечения срока контрак-
та. В данной статье мы остановимся на анализе ев-
ропейских опционов. 

Рассмотрим европейский опцион на покупку 
(опцион колл). Приобретая данный опцион по це-
не �, его обладатель имеет право в будущем купить 
определенное количество базового актива у продав-
ца опциона по заранее оговоренной цене, называе-
мой ценой исполнения или ценой страйк, которую 
будем обозначать � . Пусть в момент покупки оп-
циона � рыночная цена базового актива была ��, а в 
момент исполнения �  она стала �	 . Тогда, если �	 > �, то владельцу опциона выгодно реализовать 
свое право и купить у продавца опциона базовый ак-
тив по цене ниже рыночной. Прибыль обладателя 
опциона будет равняться разнице между рыночной 
ценой базового актива и ценой исполнения за выче-
том стоимости опциона, то есть �	 − � − �. Если же �	 ≤ � , то покупателю не выгодно реализовывать 
опцион, и его убыток равен размеру уплаченной за 
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опцион премии �. Величина прибыли продавца оп-
циона противоположна прибыли покупателя опцио-
на. На рисунке показана зависимость прибыли по-
купателя и продавца колл опциона в зависимости от 
цены базового актива в момент исполнения. 

Таким образом, выплата покупателю колл оп-
циона в момент � равена: 
���� = �����	 − �, 0�, 
где �	 − цена базового актива в момент �, � −	кон-
станта, называемая ценой исполнения. 

Предположим, что в каждый момент времени � 
стоимость базового актива является случайной ве-
личиной �� и задается функцией плотности распре-
деления ���� , тогда стоимость производного фи-
нансового инструмента зависит от этого распреде-
ления. Обычно цены на деривативы являются на-
блюдаемыми величинами, так как они свободно об-
ращаются на финансовых рынках, как внебирже-
вых, так и на биржах. Тогда рассмотрим проблему 
нахождения плотности распределения ���� базово-
го актива на основе цен на производные финансо-
вые инструменты, которые будут выступать в роли 
ограничений. Далее такие ограничения будем назы-
вать обобщенными моментными ограничениями. 
Стоимость производного финансового инструмента 
будет выражаться как математическое ожидание 
функции выплат. Если положить, что стоимость де-
нег не меняется или незначительно меняется во 
времени, то есть эффектом дисконтирования можно 
пренебречь, тогда эту зависимость запишем в сле-
дующем виде: 

��
����� = �
���������� = �� . 
Здесь 
����  – функции, задающие обобщенные 

моментные ограничения, 1 < i < n . В приложении 
ценообразования опционов 
����  представляют со-
бой функции выплат, зависящие от будущей цены 
базового актива �. Как показано выше для опционов 
на покупку, 
���� = max��	 − �, 0�. 

Таким образом, наблюдаемые цены на опционы 
выдают ожидания о будущем поведении базового 
актива, то есть задают подразумеваемую плотность ���� . Слово «подразумеваемая» означает то, что 
плотность распределения отражает ожидания участ-
ников рынка, которые заложены в ценах опционов, а 
не объективное распределение случайной величины, 
описывающей базовый актив. Объективность рас-
пределения цены базового актива связана с реализо-
вавшимися (наблюдаемыми) ценами актива, други-
ми словами плотность может оцениваться исходя из 
временных рядов базового актива, либо через подра-
зумеваемое распределение, которое извлекается из 
обобщенных моментных ограничений, например 
цен на торгуемые опционы. 

1. Модель BSM 

Основополагающей работой в области ценообра-
зования опционов являются работы Блэка, Шоулза 
[ (F. Black, M. Scholes, 1973)] и Мертона [ (R. Merton, 
1973)]. В 1997 году за методы оценки производных 

 

Рис. 1. Доход продавца и покупателя колл опциона в зависимости от цены 
базового актива в момент исполнения 



Восстановление распределений вероятностей на основе наблюдаемых обобщенных моментов 

Труды ИСА РАН. Том 64. 1/2014 47 

финансовых инструментов Мертон и Шоулз были 
удостоены Нобелевской премии по экономике. Для 
построения стохастического процесса, моделирую-
щего динамику цены бездивидендного актива, авто-
ры знаменитой модели основываются на гипотезе о 
постоянной ожидаемой доходности. Эта доходность 
не зависит от цены актива, что означает, что если � – случайная величина, задающая цену актива, то 
ожидаемая скорость дрейфа случайного процесса, 
описывающего динамику цены, равна μ� , где μ  – 
константа. Предположения о том, что изменчивость 
доходности за короткий интервал времени не зави-
сит от цены и, о том, что стандартное отклонение 
цены актива за короткий период времени пропор-
ционально самой цене, приводит к следующему сто-
хастическому дифференциальному уравнению, опи-
сывающему динамику актива: ����� = '�� + )�*� . 					�+� 

Здесь σ  – константа, называемая волатильно-
стью, *�  – винеровский случайный процесс, обла-
дающий независимыми приращениями и описы-
вающий эволюцию нормально распределенной слу-
чайной величины. 

Важным результатом в области стохастических 
дифференциальных уравнений является лемма Ито. 
На ее основе показывается, что процесс, описываю-
щий поведение случайной величины -� = ./0 �� , 
подчиняется уравнению: 

�-� = 1' − )22 4�� + )�*� . 					�5� 
Процесс ./0 �� является обобщенным винеров-

ским процессом – процессом Ито с постоянными ко-
эффициентами сноса μ и диффузии σ: ��� = '�� +)�*� . Обобщенный винеровский процесс является 
марковским процессом, описывающим эволюцию 
нормально распределенной случайной величины. 
Это означает, что если в начальный момент времени 
переменная имела значение �6 , то в момент �  она 
будет иметь нормальное распределение с математи-
ческим ожиданием �6 + '�  и дисперсией )2� . Из �2� следует, что 

./0 �	76 	~	9 :1' − )22 4�, )2�; . 					�<� 
А решение уравнения (1) записывается в виде: 

�� = �6 =�
 :1' − )22 4 � + )*�; . 
Таким образом, переменная �� , описывающая 

поведение цены актива, имеет логнормальное рас-

пределение, а доходность актива 
>?@A>?  имеет нор-

мальное распределение. 
С помощью леммы Ито выводится дифференциаль-

ное уравнение Блэка–Шоулза–Мертона [ (J. C. Hull, 
2012)]. Если g – цена некоторой производного фи-
нансового инструмента, основанного на базовом ак-
тиве ��, динамика которого описывается уравнением �1� : 

CDEDE = μdt + σdWI  и функция g  удовлетворяет 

ограничениям из леммы Ито, тогда: 

�0 = JK0K� + K0K� '� + 12 K20K�2 )2�2L �� + K0K� )��*. �M� 
Винеровские процессы, стоящие в правых частях 

(1) и (4), одни и те же, поэтому их можно «исклю-

чить», составив портфель из 
NOND  базового актива и −1-го дериватива, то есть купить базовый актива в 

количестве 
NON> и продать 1 дериватив. Предполагает-

ся, что актив является бесконечно делимым, други-
ми словами, есть возможность купить любое коли-

чество базового актива, например 
NOND. Стоимость та-

кого портфеля: 

R = ∂g∂XX − g. 
Приращение стоимости портфеля на малом вре-

менном интервале �� таком, что на этом интервале STS> = �/UV� равно  

�W = K0K� �� − �0. 
Подставляя выражения (4) для dg  и (1) для 	�� 

после преобразований получим: 

�W = 1−K0K� − 12 K20K�2 )2�24��. 					�X� 
Так как полученное выражение не содержит слу-

чайной составляющей �* , то в течение короткого 
временного интервала �� данный портфель является 
безрисковым. Из условия безарбитражности, смысл 
которого состоит в том, что невозможно получить 
гарантированной доходности выше безрисковой 
процентной ставки, такой портфель должен обеспе-
чивать доходность в точности равную безрисковой 
процентной ставке Y , то есть должно выполняться 
равенство: �W = YW��. 					�Z� 

Сравнивая (5) и (6) и подставляя стоимость 
портфеля, получаем: K0K� + Y� K0K� + 12 K20K�2 )2�2 = Y0. 					�[� 
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Это уравнение называется дифференциальным 
уравнением Блэка – Шоулза – Мертона. Для опреде-
ления цены конкретного производного инструмента g необходимого задать краевые условия. Например, 
для европейского колл опциона при t = T: g = max�S	 − K, 0�, 

для европейского опциона пут при t = T: g = max�K − S`, 0�. 
Решение дифференциального уравнения для со-

ответствующих граничных условий дает формулу 
оценки стоимости опциона. 

Существует важный альтернативный способ по-
лучить формулу цены опциона, который предложи-
ли Росс и Кокс [ (S. Ross, 1976)], [ (J. Cox, S. Ross, 
1976)]. В дифференциальное уравнение (7) входит 
текущая цена базового актива, время, волатильность 
цены, безрисковая процентная ставка, но не входят 
переменные, относящиеся к рисковым предпочтени-
ям покупателей базового актива или деривативов. 
Поэтому, на решение этого уравнения рисковые 
предпочтения не влияют, и тогда можно предполо-
жить, что все инвесторы являются нейтральными к 
риску. Это означает, что доходность всех активов 
(включая и производные финансовые инструменты) 
должна быть равна безрисковой процентной ставке. 
Таким образом, «в мире» нейтральных к риску ин-
весторов, ожидаемая доходность базового актива μ 
должна совпадать с безрисковой процентной ставкой Y. Справедливая цена дериватива (в отсутствии ар-
битража) равна дисконтированному по безрисковой 
процентной ставке ожидаемому доходу. В частности, 
стоимость колл опциона в момент � равна: a� = =bc�	b��d∗������	 − �, 0��					�f� 
где d∗  – математическое ожидание в риск-
нейтральных условиях. Первая фундаментальная 
теорема финансовой математики говорит о том, что 
существование эквивалентной мартингальной меры 
(риск-нейтральной плотности �∗��	� ), в которой 
случайный процесс дисконтированной доходности 
базового актива является мартингалом эквивалентно 
условию отсутствия арбитража на рынке. 

Через параметры логнормального распределения 
случайной величины �	  непосредственно вычисля-
ется математическое ожидание случайной величины ���	��	 − �, 0� , что и дает элегантный альтерна-
тивный вывод формулы Блэка–Шоулза. Показано, 
что если кроме того происходит непрерывная вы-
плата дивидендов по базовому активу по ставке g, то 
стоимость европейского колл опциона вычисляется 
по формуле: a� = ��=bh?,ij9��k� − �=bc?,ij9��2�, 					�l� 

�k = ./0 m���n + mY�,j − g�,j + 12)2n o)√o , 
�2 = �k − )√o, o = � − �. 9  – интегральная функция распределения слу-

чайной величины со стандартным нормальным рас-
пределением: 9��� = k√2p q =brsstb∞

�u. 

Процесс, моделирующий цену базового актива, 
содержит два параметра: μ и σ. Между этими двумя 
параметрами должна существовать связь, ведь базо-
вый актив, приносящий большую доходность μ , 
должен характеризуются более высокими рисками, 
то есть волатильностью ). Кроме того, величина до-
ходности по базовому активу должна зависеть от 
процентных ставок в экономике. Однако стоимость 
производных ценных бумаг, как правило, не зависит 
от параметра μ , поэтому нет необходимости в его 
моделировании. А параметр σ, представляющий со-
бой волатильность цены, наоборот, имеет большое 
значение для оценки многих деривативов. Формула 
(9) привлекательна своей простотой: цена опциона 
вычисляется на основе небольшого количества пе-
ременных. Модель Блэка–Шоулза–Мертона внесла 
неоценимый вклад в развитие теории оценки произ-
водных финансовых инструментов и явилась осно-
вой для развития более сложных моделей ценообра-
зования опционов. 

1.1. Недостатки модели BSM 

Модель BSM, исходящая из описания динамики 
базового актива (1), предполагает, что для любого 
фиксированного значения �  логарифмические до-
ходности  {./0 �w�U + 1��x − ./0 ��U�� , U = 0,1,2, … } 
являются независимыми одинаково распределенны-
ми гауссовыми случайными величинами. Однако 
статистические тесты, проводимые на реальных 
данных, особенно на временных промежутках � од-
ного дня и менее, показывают значительные отрица-
тельные величины коэффициента асимметрии. Как 
известно, коэффициент асимметрии характеризует 
ассиметрию распределения и вычисляется как от-
ношение третьего центрального момента к стан-
дартному отклонению в кубе: 

{k = ��� − ���|)| . 
Статистические тесты так же показывают, что 

коэффициент эксцесса, определяющий остроту пика 
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или степень «тяжести» хвостов распределения, вы-
числяемый по формуле: 

{2 = ��� − ���})} − 3, 
значимо превышает коэффициент эксцесса нормаль-
ного распределения. Таким образом, при построении 
моделей для того чтобы учесть эти особенности ре-
альных данных, необходимо отказываться от гипоте-
зы динамики базового актива, положенной в основу 
модели BSM. Это необходимо для того, чтобы осла-
бить свойство нормального распределения доходно-
сти базового актива. 

Еще одним аргументом, указывающим на несо-
стоятельность модели BSM, является то, что наблю-
даемые приращения логарифмических доходностей 
не оказываются одинаково распределенными на ре-
альных данных. Например, оценки дисперсии изме-
няются в зависимости от времени. В условиях моде-
ли BSM можно оценить дневной параметр σ на каж-
дый день U [ (P. J. Brockwell, 2009)]: 

)�2� =��./0 �� � �9� − ./0 �� �� − 19 ��2 ,�
��k  

где день U разбит на 9 временных интервалов дли-

ной 
k� . Последовательность {σ�2�}  – реализованная 

дневная волатильность. В приложениях оказывается, 
что она сильно варьируется по времени. 

Более того, хотя наблюдаемые приращения цен 
базового актива обычно не дают значимую корреля-
цию, однако квадраты приращений или их абсолют-
ные величины имеют ненулевую автокорреляцию, 
что в свою очередь говорит о том, что необходимо 
строить модели, в которых не предполагается неза-
висимости приращений цены базового актива. Еще 
одним интересным свойством реальных данных яв-
ляется то, что последовательность реализованной 
волатильности имеет тенденцию к кластеризации. 
Это означает, что длинные периоды низких значений 
волатильности сменяются длинными периодами вы-
соких, и наоборот. Другими словами ряд имеет по-
ложительную автокорреляцию, и отклонения от рав-
новесия имеют тенденцию сохраняться от периода к 
периоду. Все это говорит о том, предположение мо-
дели BSM о постоянной волатильности является 
слишком ограничительным. Эти и другие наблюде-
ния послужили толчком для развития моделей сто-
хастической волатильности с дискретным временем, 
таких как модели ARCH и GARCH и их непрерыв-
ных аналогов, см. например [ (P. Ritchken, R. Trevor, 
1999)], [ (P. Christoffersen, K. Jacob, 2004)]. 

Если допустить, что все предположения модели 
BSM верны, и принять широко распространенную 
точку зрения, что в реальных условиях условие без-

арбиртаржности выполняется, тогда цены опционов 
должны в точности соответствовать ценам, которые 
дает модель BSM. Эти допущения позволяют прове-
рить состоятельность модели исходя из нескольких 
параметров: срока до истечения опционных кон-
трактов o = � − � , цен исполнения � , котируемых 
цен на опционы �  и безрисковой процентной 
ки Y. 

Одним из полезных свойств модели BSM являет-
ся то, что цена опциона на продажу является непре-
рывной, монотонной функцией волатильности (при 
фиксированных других параметрах модели). Из это-
го следует, что цена опциона единственным образом 
определяет «подразумеваемую» волатильность, то 
есть волатильность ) , при которой вычисленная 
теоретическая цена опциона равна наблюдаемой це-
не опциона. Согласно модели BSM волатильность не 
зависит ни от цены исполнения � , ни от срока до 
истечения контракта o = � − � . Однако, исходя из 
рыночных данных, подразумеваемая волатильность 
оказывается зависимой от обоих параметров. Эта за-
висимость σ��, o�  получила название поверхности 
волатильности, а при каждом фиксированном вре-
мени o  график сечения этой поверхности σj���  – 
улыбкой волатильности (вследствие характерной па-
раболической формы, напоминающей улыбку). См. 
рис. 2 [ (M. Haugh, 2009)]. 

Наконец, если мы сравним дневные цены на ба-
зовый актив с модельными ценами, полученными 
исходя из предположения броуновского движения с 
соответствующими коэффициентами сноса и дис-
персии, то мы обнаружим, что реальные цены на ак-
тивы подвержены случайным скачкам, которые на-
много больше приращений траекторий броуновского 
движения. Из этого следует, что хорошая модель ди-
намики базового актива должна допускать возмож-
ность скачков, см. например [ (K. Matsuda, 2004)]. 

2. Методы оценивания плотности 

распределения на основе опционов 

В последние годы проведено множество иссле-
дований на тему оценки плотности распределений 
на основе стоимости опционов. Предложенные ме-
тоды оценки можно условно разделить на две боль-
шие группы: параметрические и непараметрические 
методы. В параметрических методах делаются пред-
положения либо о динамике цен базового актива ли-
бо о семействе распределений, среди которых будет 
происходить поиск. Инициализация параметров в 
таких моделях происходит путем решения задач оп-
тимизации на множестве ограничений, которое 
формируется на основе наблюдаемых цен опционов. 
Альтернативой параметрическим методам оценива-
ния является непараметрический подход. Основным 
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его достоинством является то, что при оценивании 
не требуется задавать ограничений ни на динамику 
цен базового актива, ни на параметрический вид 
функции плотности или семейство априорных рас-
пределений. 

Параметрические методы оценивания являются 
предпочтительными в случае, если известно, что це-
на базового актива подчиняются определенной ди-
намике, например геометрическому броуновскому 
движению. Однако так как эмпирические исследо-
вания ставят под сомнение предположения модели 
Блэка–Шоулза, то непараметрический подход может 
быть хорошей альтернативой более традиционным 
параметрическим методам оценивания. Непарамет-
рический метод может быть полезен по нескольким 
причинам [ (B. Bahra, 2007)]. Во-первых, найденная 
плотность становится инструментом вычисления стои-
мости более сложных или менее ликвидных дерива-
тивов (например, европейских или бермудских оп-
ционов). То есть с помощью восстановленной плот-
ности вычислять другие «обобщенные моменты». 

Во-вторых, непараметрическая оценка улавлива-
ет те особенности данных, которые могут быть в 
дальнейшем использованы при построении пара-

метрических моделей. К таким особенностям могут 
относиться зависимость подразумеваемой диспер-
сии цены базового актива от константы K  – цены 
страйк (улыбка волатильности), асимметрия подра-
зумеваемого распределения базового актива и тяже-
лые хвосты распределения. В статье проводится об-
зор методов параметрического и непараметрическо-
го восстановления плотностей на основе обобщен-
ных моментных ограничений. 

2.1. Параметрическое оценивание 

В параметрических моделях делаются предполо-
жения либо о динамике цен базового актива, либо о 
семействе распределений, среди которых будет про-
исходить поиск риск-нейтрального распределения. 
Инициализация параметров в таких моделях проис-
ходит путем решения задач оптимизации на некото-
ром множестве ограничений, которое формируется 
на основе наблюдаемых цен опционов. Среди пара-
метрических методов оценивания можно выделить 
следующие подходы: 

1) Модели, в которых предполагается, что дина-
мика базового актива подчиняется определенному 
стохастическому процессу. Котировки торгуемых 

 

Рис. 2 
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опционов используются для оценивания неизвест-
ных параметров стохастического процесса. Затем, на 
основе многократного моделирования реализаций 
случайного процесса с оцененными параметрами, 
извлекается плотность распределения нейтрального 
к риску инвестора. В литературе наиболее популяр-
ным исходным параметрическим заданием случай-
ного процесса, моделирующего цену базового акти-
ва, является геометрическое броуновское движение с 
постоянным коэффициентом сноса и дисперсии. 
Однако часто такая параметризация не улавливает 
всех особенностей данных, наблюдаемых на рынке. 
К таким особенностям могут относиться несиммет-
ричность функции плотности распределения доход-
ности, более острый пик распределения по сравне-
нию с логнормальным распределением, наличие 
«улыбок» волатильности. Предложено множество 
модификаций геометрического броуновского движе-
ния, нацеленных на более точное описание наблю-
даемых на рынке эффектов. Для моделирования це-
ны базового актива используют случайные процессы 
со стохастической волатильностью, процессы, пред-
ставляющие собой геометрическое броуновское 
движение с возможными скачками в случайные мо-
менты времени.  

Мертон предложил модель динамики случайного 
процесса базового актива, которая в отличие от пер-
воначальной модели BSM допускает несимметрич-
ность распределения и позволяет распределению 
иметь «толстые» хвосты. Данная модель включает в 
себя процесс Пуассона, задающий случайные скач-
ки, подробнее например в [ (B. Mizrach, 2010)]: ��� = �' − ������� + )���*� + ��� . ���  – пуассоновский процесс, моделирующий 
скачки. Винеровский и пуассоновский процессы �*� и ��� предполагаются независимыми. Парамет-
ры �	и	� задают интенсивность и размер скачков со-
ответственно. В предположении, что логарифм � 
распределен нормально со стандартным отклонени-
ем δ,	цена	европейского	колл	опциона	выражает-ся	по	формуле:	

� =�exp�−�¤o� ��′o�� 	�! ��§
��6 , 

где �¤ = ��1 + �� , а ��  – цена опциона по модели 
BSM, где безрисковая процентная ставка равна 

Y − �� + U.U�1 + ��� , 
а дисперсия 

)2 + 	nδ2� . 

К недостаткам подхода моделирования динамики 
базового актива сложными стохастическими про-
цессами является трудность в его реализации и оце-
нивании параметров процесса. Из большого количе-
ства возможных параметризации случайного про-
цесса сложно заранее выбрать наиболее подходя-
щую модель для конкретных данных. 

2) Модели параметрического оценивания плот-
ности распределения в условиях нейтральности к 
риску инвесторов. В этих моделях делаются предпо-
ложения о параметрическом виде искомой плотно-
сти и решаются оптимизационные задачи для поиска 
неизвестных параметров распределения. Вернемся к 
формуле (8):  a� = =bcjd∗�max��	 − �, 0��. 

Из нее следует, что цена колл опциона выражает-
ся через плотность �∗��	|�� , o, Y, g� следующим об-
разом: 

a� =	=bcj� ��	 − �§
© ��∗��	|�� , o, Y, g���	 . 				�10� 

Плотность, полученная на основе модели Блэка–
Шоулза, записывается в виде: �∗��	�
= 1�	√2ª)2o exp«¬

­− �ln m�	�� n − �Y − g − )22 �o�
2

2)2o °̄
± �11� 

Поэтому часто в качестве априорного кандидата 
на искомую риск-нейтральную плотность берут 
плотность логнормального распределения с неиз-
вестными параметрами ², ³: 

�∗��	� = 1�	´2ª³ exp µ−
mln�	�� − ²n22³ ¶ . 				�12� 

Подставляя эту плотность в формулу (10), полу-
чаем теоретическую цену опциона в зависимости от 
параметров ² и ³ . Для нахождения параметров ре-
шается задача минимизации суммы квадратов от-
клонений теоретических цен опционов a�·¸¹cº , по-
считанных по (10) от наблюдаемых цен на рынке a¹»¼¸c½ . Суммирование происходит по контрактам, 
имеющим различные значения страйков �, время до 
исполнения o, текущее значение базового актива ��: 

min¾,¿ 1U�wa¹»¼¸c½ − a�·¸¹cºx2�
��k . 				�13�	 

Для получения более обширного класса допус-
тимых распределений вместо логнормального рас-
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пределения можно взять смесь двух логнормальных 
распределений, то есть распределение, плотность 
которого записывается в виде:  �∗��	� = À�k∗��	� + �1 − À��2∗��	�, 				�14� 
где �k∗��	�, �2∗��	� – плотности логнормального рас-
пределения с параметрами �²k, ³k�  и �²2, ³2�  соот-
ветственно, 0 < À < 1 . Если искомая плотность 
представлена в виде смеси, тогда оценивается 5 па-
раметров: �²k, ³k, ²2, ³2, À� , поэтому необходимо 
большее количество наблюдений, то есть опционных 
контрактов, торгующихся на рынке. 

3) Еще одним классом параметрических моделей 
являются энтропийные модели. Метод максимиза-
ции энтропии ставит своей целью найти наиболее 
объективное распределение, которое использует ин-
формацию только о наблюдаемых ценах на опционы. 
Такое распределение является самым объективным с 
точки зрения имеющейся информации. Для по-
строения искомого распределения принцип макси-
мума энтропии не использует никаких дополнитель-
ных сведений за исключением тех, которые имеются 
в наличии исследователя. 

Концепция энтропии первоначально развивалась 
в рамках классической термодинамики. Гиббс впер-
вые сформулировал принцип максимума энтропии, 
заключающийся в том, что термодинамическая эн-
тропия системы будет увеличиваться до тех пор, по-
ка не достигнет максимального допустимого значе-
ния, при каких бы то ни было ограничениях на сис-
тему. Впоследствии Шеннон рассматривал энтро-
пию в теории информатики как единицу измерения 
информации. С информационной точки зрения эн-
тропия отражает степень неопределенности знания 
или количество потерянной информации. 

Энтропия вероятностного распределения ���� , 
заданного на положительной полуоси 0 < � < +∞, 
записывается в виде: Ã��� = −q ����.U������Ä§6 . 

Обобщением понятия энтропии является относи-
тельная энтропия. Относительная энтропия или эн-
тропия распределения ����относительно �6��� запи-
сывается следующим образом: 

Ã��|�6) = ��(�).U �(�)�6(�) ��. 
Для функций распределения, относительная эн-

тропия является показателем степени удаленности 
одного распределения от другого. Относительную 
энтропию еще называют энтропией Кульбака–
Лейбнера или расстоянием Кульбака–Лейбнера. От-
метим, что обобщенная энтропия не является сим-
метричной по отношению к плотностям:	Ã(�|�6) ≠Ã(�6|�). Если положить �6(�) ≡ �/UV�, тогда обоб-

щенная энтропия переходит в классическое опреде-
ление энтропии с точностью до знака. Как уже гово-
рилось, если у исследователя нет никакой дополни-
тельной или априорной информации о распределе-
нии случайной величины (в нашем случае стоимо-
сти базового актива), то при его поиске априорно 
невозможно отдать предпочтение ни одному распре-
делению �(�), в этом случае �6(�) ≡ �/UV�. 

В случае если имеется частичная или неполная 
информация о наблюдаемых величинах (функций он 
неизвестной плотности распределения), принцип мак-
симума энтропии дает наиболее объективную оценку 
плотности с точки зрения доступной информации. 
Проиллюстрируем это на некоторых примерах. 

• Рассмотрим задачу поиска неизвестного распре-
деления на отрезке. В условиях отсутствия ка-
кой-либо дополнительной информации равно-
мерное распределение является распределением 
с максимальной энтропией. Этого и следовало 
ожидать, ведь нет причины полагать какой-либо 
исход вероятнее другого. 

• Распределением, обладающим максимальной эн-
тропией на луче (0;	+∞) с известным математи-
ческим ожиданием является экспоненциальное 
распределение. 

• Распределением, обладающим максимальной эн-
тропией на действительной оси (−∞;	+∞) с из-
вестным математическим ожиданием и диспер-
сией является нормальное распределение. 

• Плотностью совместного распределения двух 
случайных величин, обладающего максимальной 
энтропией при условии, что известны плотности 
распределений каждой случайной величины, яв-
ляется произведение их плотностей. Таким обра-
зом, в отсутствие какой-либо дополнительной 
информации, случайные величины являются не-
зависимыми. 
В работе [ (M. Avellaneda, 1998)] рассматривает-

ся задача минимизации относительной энтропии 
при ограничениях на функцию плотности. Частным 
случаем этой задачи при �6(�) ≡ −1 является задача 
максимизации классической энтропии. Поиск рас-
пределения с минимальной относительной энтро-
пией: 

sup−Ã(�|�6) = VÊ
 − ��(�).U �(�)�6(�) �� 

происходит на множестве ограничений. Во-первых, 
это обобщенные моментные ограничения, задающие 
цены производных финансовых инструментов: 

��
�(�)� = �
�(�)�(�)�� = cÌ 
где 
�(�)  – известные функции, а cÌ  – действитель-
ные значения 1 < i < n. А во-вторых, так как �(�) – 
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функция плотности распределения, то она должна 
удовлетворять условию нормировки: 

� �(�)�� = 1.Ä§
6  

Однако отметим, что это условие является част-
ным случаем обобщенного моментного ограничения 
при 
6(�) ≡ 1, �6 = 1. Таким образом, можно не вы-
делять условие нормировки отдельно. 

Модель состоит в поиске распределения, наиме-
нее удаленного от априорного распределения веро-
ятностей �6 , при соблюдении ограничений на мо-
менты. Хорошо известно, что задача поиска распре-
деления вероятностей по заданным моментам явля-
ется некорректно поставленной. Она может не 
иметь решений или иметь множество решений. 
В приложении к задаче восстановления плотности 
распределения базового актива на основе опционов 
это означает, что наблюдаемые цены на опционы не 
согласуются или согласуются сразу с несколькими 
риск-нейтральными распределениями. Это может 
быть следствием неэффективности рынка. Таким 
образом, во многих случаях выбор калибровки мо-
дели является субъективным и опирается на осо-
бенности исследуемого объекта и предположения 
исследователя. 

Однако если искомая плотность распределений, 
удовлетворяющая моментным ограничениям, такая 
что энтропия на ней существует (конечна), то она 
должна удовлетворять условиям Лагранжа. Таким 
образом, рассмотрим задачу оптимизации: 

infÎÏ VÊ
Ð	 −Ã(�|�6) +�λÌ�
Ì�6

��
���� − cÌ�, 
где λ6, λk, … , λ�  – множители Лагранжа. Максимум 
функции Лагранжа будет достигаться при условии 
равенства нулю производной Фреше, то есть первой 
вариации функционала по отношению к допустимой 
вариации �(�). 

gÃ = � :−.U ��6 +�λÌ
�(�)�
Ì�6

; g���Ä§
6 = 0. 

Пусть λ = (λ6, λk, … , λ�) , обозначим ∑ �����6 
�(�) = λp, что влечет за собой следующий 
результат: 

�Î(�) = 1'(λ) �6(�) exp(λp), 
где '(λ) множитель нормировки: 

'(λ) = � �6 exp(λp) ��Ä§
6 . 

Подставляя выражение плотности в функцию 
Лагранжа, получаем, что оптимизация по множите-
лям Лагранжа λ  эквивалентна поиску минимума 
функции: 

ln '(λ) 	−����
��6

�� . 
Условия первого порядка дают 1'(λ) K'(λ)K�� = �� . 
Важным свойством модели является то, что це-

левая функция является выпуклой по λ. K2 ln '(λ)K�ÓK�� = 'ÔÕÔÖ' − 'ÔÖ'ÔÕ'2  

= a/×ÐØÙpÌ(x), pÚ(x)Û ≡ Ã�Ó . 
Так как ковариационная матрица является неот-

рицательно определенной, то функция ln '(λ) 	−∑ �����6 ��  является выпуклой, а ln '(λ)  является 
строго выпуклой, если функции выплат линейно не-
зависимы. 

Рассмотрим вопрос устойчивости решения, то 
есть зависимости решения �Î(�)  от входных цен. 
Пусть λ∗  – значение множителя Лагранжа, которое 
доставляет максимум функции ln '(λ) 	− ∑ �����6 �� . 
Рассмотрим стоимость некоторого нового производ-
ного финансового инструмента с функцией выплат Ü�¸Ý(�). Его стоимость, как и прежде, записывается 
в виде 
(�) = ��
�¸Ý(�)�, 

KÜ�¸Ý(λ∗)K�� = KK�� q Ü�¸Ý�6 exp(λp) ��Ä§6q �6 exp(λp) ��Ä§6= �wÜ�¸Ý(�)
�(�)x− �w
�(�)x�wÜ�¸Ý(�)x, 
 KÜ�¸Ý(λ∗)K�� = a/×wÜ�¸Ý(�), 
�(�)x, 

KÜ�¸Ý(λ∗)K�Ó =�1KÜ�¸Ý(λ∗)KλÌ 4
�

Kλ�∗K�Ó=�a/×wÜ�¸Ý(�), 
�(�)x�
ÃÓ�bk. 

При выводе использовались соотношения двой-
ственности: Kλ�∗K�Ó = ÃÓ�bk; 	Ka�KλÓ∗ = ÃÓ�bk. 



Математические модели в экономике  Е. Ю. Шкловский 

54 Труды ИСА РАН. Том 64. 1/2014 

Таким образом, Ü�¸Ý(�k, �2, … , ��)  бесконечно 
дифференцируемая функция цен, а чувствитель-

ность 
SÞßàáSâÕ  непрерывно зависит от цен. 

Полученная выше формула допускает простую 
интерпретацию. Рассмотрим модель линейной рег-
рессии: 

Ü�¸Ý(�) = ² +�³�
�(�)�
+ ã, 

где ã – случайная величина с нулевым математиче-
ским ожиданием, некорреллированная с 
�(�), тогда 
коэффициент, минимизирующий вариацию остатков Ü�¸Ý(�) − ² − ∑ ³�
�(�)�  равен 

³Ó =�a/×wÜ�¸Ý(�), 
�(�)x�
ÃÓ�bk = KÜ�¸ÝK�Ó , 

то есть производной функции выплат по цене оп-
циона. 

Достоинством параметрических моделей явля-
ется то, что в них необходимо оценивать неболь-
шое количество параметров. Некоторые из моделей 
позволяют явно найти формулы для справедливой 
цены опционов, коэффициенты хеджирования (ко-
эффициенты необходимые для управления риска-
ми). Например, в модели Блэка–Шоулза в предпо-
ложении о том, что цена базового актива следует 
геометрическому броуновскому движению с посто-
янным коэффициентом сноса и дисперсией, удается 
получить явную формулу цены опциона, а на ее 
основе показать, что риск-нейтральная плотность 
представляет собой функцию плотности логнор-
мального распределения. Конечно, если цены базо-
вого актива подчиняются более сложному стохас-
тическому процессу, то получить явную формулу 
для риск-нейтральной плотности не всегда удается. 
К недостаткам параметрического оценивания сле-
дует отнести то, что модель должна быть заведомо 
правильно специфицирована, то есть успех модели 
полностью зависит от ее параметризации. К тому 
же, обычно в параметрических моделях делаются 
ограничительные предположения либо на динами-
ку цен базового актива, либо на искомый вид функ-
ции плотности. 

2.2. Непараметрическое оценивание 

Альтернативой параметрическим методам оце-
нивания является непараметрический подход. Ос-
новным его достоинством является то, что при оце-
нивании не требуется задавать ограничений ни на 
динамику цен базового актива, ни на параметриче-
ский вид функции плотности или семейство априор-
ных распределений. Так как эмпирические исследо-
вания ставят под сомнение стандартные модельные 

предположения, то непараметрический подход мо-
жет быть хорошей альтернативой традиционным ме-
тодам оценивания. 

Снова обратимся к формуле (10): 

a� =	=bcj� (�	 − �§
© )�∗(�	)��	 . 

Дифференцируя равенство по �, получаем: KaK� = −=bcj� ��∗(�	)��	§
© . 				(15) 

Отсюда видно, что производная цены колл оп-
циона по цене исполнения должна удовлетворять 
ограничениям: 

−=bcj ≤ KaK� ≤ 0. 				(16) 
Дифференцируя повторно, получаем: 

SsæS©s |�� = �	� = =bcj��∗��	� или 

��∗��	� = =cj K2aK�2 |�� = �	�. 				�17� 
Значит K2aK�2 ≥ 0				�18�. 
Таким образом, плотность состояния с точностью 

до множителя представляет собой вторую производ-
ную цены опциона на покупку по цене исполне-
ния. Этот результат впервые получили [ (D. Breeden, 
R. Litzenberger, 1978)]. 

Формула (17) позволяет оценить распределение 
вероятностей. Чтобы извлечь функцию плотности, 
можно провести непараметрическое оценивание за-
висимости цены опциона aê�∙� от нескольких факто-
ров. Далее дважды продифференцировать получен-
ную оценку по страйку �. При выполнении соответ-
ствующих условий регулярности сходимость оценки aê�∙�  к истинной формуле a�∙�  влечет сходимость 

производной 
Ssæê�∙�S©s  к 

Ssæ�∙�S©s . 

Как уже говорилось, привлекательность непара-
метрических методов заключается в том, что они 
значительно ослабляют предположения, которые на-
кладываются на процесс, описывающий динамику 
цены базового актива или на саму функцию распре-
деления. Таким образом, имеющиеся данные сами 
определяют подходящую модель. Непараметриче-
ское оценивание особенно актуально в приложениях 
к финансовым рынкам, где имеется большой объем 
наблюдений, а число оцениваемых переменных от-
носительно невелико. 

Наиболее известной непараметрической оценкой 
является гистограмма. Гистограмма является неглад-
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ким непараметрическим методом оценивания функ-
ции плотности распределения случайной величины. 
Строится разбиение области определения на интер-
валы ��6 +�ℎ; �6 + (� + 1)ℎ�, где �6  – минималь-
ное значение из области определения, ℎ  – ширина 
интервалов, � = 0, 1, 2… . В случае непрерывной 
случайной величины оценка гистограммы выглядит 
следующим образом: 

�ê = 1Uℎ�ív�� 	в	одном	интервале	с	��z�
��k

 

í − индикаторная функция. Однако данная оцен-
ка чувствительна к выбору разбиения, то есть к вы-
бору �6 и ширины окна ℎ. 

Недостаток гистограммы состоит в том, что по-
лучаемая оценка не является непрерывной, поэтому 
недоступен ни один метод, основанный на ее диф-
ференцировании. Для преодоления ограничений, 
связанных с отсутствием гладкости был предложен 
новый метод оценивания плотности, основанный на 
той же идее, что и гистограмма, который называется 
ядерным оцениванием. Идея, лежащая в основе 
ядерного оценивания, проста: происходит замена 
индикаторной функции на ядро – симметричную 
взвешивающую функцию �(∙), обладающую рядом 
полезных свойств:  

�(ï) ≥ 0,��(ï)�ï = 1,� ï�(ï)�ï = 0,� ï2�(ï)�ï= �2 < ∞. 				(19) 
Ядерная оценка записывается в виде: 

�ê = 1Uℎ����� − �ℎ � .�
��k

				(20) 
Чтобы оценивать качество построенной оценки, 

можно вычислять множество количественных пока-
зателей. Одним из наиболее широко применяемых 
показателей качества является значение среднеквад-
ратичной ошибки. В [ (A. Pagan, A. Ullah, 1999)] по-
казано, что асимптотическое смещение падает, а 
дисперсия возрастает при уменьшении ширины окна ℎ . Смещение возрастающим образом зависит от �¤¤(�), тем самым смещение достигает наибольшего 
значения в пиках распределений. Однако если вы-
полнено условие состоятельности: ℎ → 0  и Uℎ → ∞ 
при U → ∞, тогда дисперсия и смещение, связанное 
с �¤¤(�), стремятся к нулю при U → ∞. Величину Uℎ 
часто называют «эффективным размером выборки», 
а условие Uℎ → ∞ означает, что по мере получения 
большего количества информации (U → ∞) усредне-
ние происходит по более узкой области (ℎ → 0), но в 
то же время количество «локальной информации» 
(Uℎ) увеличивается. 

Главная задача при выборе ядра – это обеспече-
ние нужной степени гладкости результирующей 
оценки. Оптимальная с точки зрения интегральной 
среднеквадратичной ошибки взвешивающая функ-
ция имеет следующий вид: 

�(ï) = ò 34√5 �1 − 15 ï2� ,−√5 ≤ ï ≤ √50, иначе ô 				(21) 
Данное ядро называют ядром Епанечникова. 
Главная роль ядра заключается в обеспечении 

дифференцируемости получаемой оценки, поэтому 
при проведении ядерной регрессии важным вопро-
сом является вопрос выбора подходящей ширины 
окна. Ширина окна определяет поведение оценки в 
конечных выборках. Существует несколько подходов 
к выбору ширины окна: референтные эвристические 
правила, методы подстановки, методы кросс-
валидации. Часто для выбора шага используются 
референтные эвристические правила, которые для 
оценивания ℎ  вместо неизвестной плотности ис-
пользуют некоторое стандартное семейство распре-
делений, например семейство нормальных распре-
делений. 

Непараметрический метод оценивания регрес-
сии тесно связан с методами оценивания плотности 
распределений. Рассмотрим 
 = � + 1  переменных (õ, �	) , где �	– 	� × 1  вектор регрессоров. Полное 
описание зависимости между переменными содер-
жится в их совместной плотности распределения �wu, �k, �2, … , �øx = �(u, �) . Необходимо оценить 
регрессию u на �, то есть функцию условного мате-
матического ожидания: �(�) = �(õ|� = �ô). Услов-
ное среднее по определению записывается в виде: 

�(�) = � u�(u, �)�(�) �uÄ§
b§ 				(22) 

�(�)  – маргинальная плотность. Было предложено  
[ (E. A. Nadaraya, 1964)], [ (G. S. Watson, 1964)] оце-
нить функцию �(�)  путем замены плотностей �(u, �) и �(�) на их оценки по формулам, аналогич-
ным (20). Тогда 

�ù = � u ú(Uℎû)bk(Uℎø)bk∑ �k mu� − uℎ , �� − �ℎ n���k∑ � m�� − �ℎ n���k ü �u.Ä§
b§  

При условии симметричности ядра показано, что 
оценка записывается в виде: 

�ù = ∑ � m�� − �ℎ nu����k∑ � m�� − �ℎ n���k 				(23) 
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Интеграл исчезает из-за использования мультип-
ликативной ядерной функции и замены переменной. 
По сути, оценка получается локальным усреднением 
тех значений зависимой переменной, которые 
«близки» между собой в смысле значений, прини-
маемых регрессорами. 

В статье [ (Y. Ait-Sahalia, A. W. Lo, 1998)] авто-
ры непосредственно применили данный метод 
оценивания риск нейтральной плотности, предва-
рительно непараметрически оценив зависимость 
цен опционов от параметров a(��Ö , �� , o� , Y�Ö,jÖ , g�Ö,jÖ). 
Получение хорошей оценки для функции цены в 
зависимости от пяти параметров представляется 
практически невозможным даже для очень боль-
шого объема данных. Авторы модели предлагают 
несколько способов сокращения размерности дан-
ной задачи, переходя к трем неизвестным вместо 
пяти. 

Так как наиболее важным параметром при оце-
нивании стоимости опционов является ненаблюдае-
мая волатильность ), то одним из удачных подходов 
в непараметрическом моделировании является идея 
построения непараметрической ядерной оценки во-
латильности: 

)ýw-�,j, �, ox = 

= ∑ �þ �-�,j − -�,jÖ	ℎþ ��© m� − ��ℎ© n�j mo − o�ℎj n )����k
∑ �þ �-�,j − -�,jÖ	ℎþ ��© m� − ��ℎ© n�j mo − o�ℎj n���k

, 
(24) 

где -�,j = ��=(c?,ibh?,i)j . Таким образом, ядерная 
функция представляет собой произведение трех от-
дельных ядерных функций, каждая из которых об-
ладает своей шириной окна ℎ  для переменных -, �, o , а )�  – подразумеваемая волатильность для 
наблюдаемой цены опциона � по модели BSM. То-
гда оценка формулы цены опциона может быть 
найдена путем подстановки волатильности (24) в 
формулу BSM (9): 

aêw�� , �, o, Y�,j, g�,jx = a��� m-� , �, o, Y�,j , )ýw-�,j, �, oxn. 
Тогда оценка плотности получается при помощи 

дифференцирования: 

��∗(�	) = =cj K2aêK�2 |(� = �	). 

Такой непараметрический способ оценивания 
волатильности, а затем получения плотности может 
быть хорошей альтернативой дифференцированию 
построенной непараметрической оценки цены оп-
циона. 

Заключение 

Бурное развитие финансовой математики и рын-
ка производных финансовых инструментов, а так же 
методов их оценивания началось с фундаменталь-
ных работ Блэка, Шоулза и Мертона. Авторы знаме-
нитой модели основывались на ограничительных 
предположениях о динамике базового актива, однако 
за счет этого смогли построить содержательную мо-
дель ценообразования опционов, послужившую ос-
новой для развития множества других моделей. Так 
как опционы содержат в себе ожидания о поведении 
базового актива в будущем, то они, могут использо-
ваться для построения вероятностных характери-
стик и вероятностных распределений базового акти-
ва. Среди подходов для восстановления плотностей 
распределения базового актива можно выделить па-
раметрические и непараметрические. Каждый из 
них содержит в себе множество моделей и обладает 
как преимуществами так и недостатками, а выбор 
того или иного метода оценивания должен сопрово-
ждаться дополнительным исследованием задачи и 
быть обусловленным наличием и полнотой распола-
гаемых данных. 
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