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Критерии робастной абсолютной 

устойчивости дискретных систем управления 

с периодическими ограничениями 

М. В. МОРОЗОВ  

Аннотация. Рассматриваются нелинейные дискретные системы управления 

с периодическими ограничениями. Предполагается, что матрица линейной части 

и характеристики нелинейных элементов принадлежат некоторым множествам, 

изменяющимся с течением времени по заданным периодическим законам. 

С использованием вариационного метода и метода функций Ляпунова установлены 

критерии робастной абсолютной устойчивости, т. е. устойчивости всей совокупности 

нелинейных дискретных систем, соответствующей заданной параметрической 

неопределенности линейной части и характеристик нелинейных элементов.  
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периодические ограничения, функции Ляпунова, робастная абсолютная устойчивость. 

Введение 

Одним из основных требований для системы 
управления является свойство устойчивости. В ре-
альных условиях в силу наличия различных возму-
щений параметры системы управления и характери-
стики ее отдельных элементов часто известны не-
точно и определены неоднозначно. Это приводит к 
необходимости анализа устойчивости семейства 
систем, параметры и характеристики элементов ко-
торых принадлежат некоторым заданным множест-
вам. В современной литературе по теории управле-
ния соответствующая проблема получила название 
задачи робастной устойчивости [1, 2]. 

Решение проблемы робастной устойчивости для 
дискретных систем управления, как с параметриче-
ской, так и непараметрической неопределенностью, 
посвящено большое число работ (см., например, об-
зор [3]). Большинство результатов получено для ли-
нейных стационарных дискретных систем. В основ-
ном они связаны с обобщениями на дискретный 
случай работ В. Л. Харитонова [4, 5]. Значительно 
меньшее число работ связано с рассмотрением ли-
нейных нестационарных и нелинейных дискретных 
систем (см., например, [6–9]). При этом во всех из-
вестных автору работах (как для стационарных, так 
и для нестационарных систем) рассматривались 
лишь стационарные множества, задающие ограни-
чения на параметры системы и характеристики не-
линейных элементов. Как правило, для матрицы ли-
нейной части системы в качестве такого множества 

рассматривается некоторый заданный выпуклый 
многогранник в пространстве матриц заданной раз-
мерности. В частном случае так называемых интер-
вальных матриц [10–16] таким многогранником яв-
ляется многомерный параллелепипед, грани которо-
го параллельны соответствующим координатным 
плоскостям в матричном пространстве. Относитель-
но характеристик нелинейных элементов обычно 
предполагается [7, 8], что они принадлежат задан-
ным секторам (с фиксированными границами), как в 
случае классической задачи об абсолютной устойчи-
вости [17]. 

Однако ряд практических задач, в частности зада-
ча об абсолютной устойчивости дискретных систем 
управления с периодически меняющимися парамет-
рами [18], приводит к необходимости рассмотрения 
таких множеств изменения параметров системы и 
характеристик нелинейных элементов, границы ко-
торых изменяются по заданным периодическим за-
конам. Получению условий робастной устойчивости 
для таких систем посвящены работы [19–20], в кото-
рых был использован метод сравнения с вектор-
функцией Ляпунова специального вида. 

В [18] были установлены критерии абсолютной 
устойчивости для дискретных систем управления с 
фиксированной периодической матрицей линейной 
части и периодически изменяющимися секторными 
ограничениями на характеристики нелинейных эле-
ментов. 

В настоящей работе, которая является продол-
жением [18], рассматривается более общая задача 
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робастной абсолютной устойчивости для нелиней-
ных дискретных систем управления при наличии пе-
риодических ограничений на элементы матрицы ли-
нейной части системы и характеристики нелинейных 
элементов. С использованием вариационного метода 
и метода функций Ляпунова устанавливаются общие 
критерии робастной абсолютной устойчивости таких 
систем. Выделяются параметрические классы функ-
ций Ляпунова, определяющие необходимые и доста-
точные условия робастной абсолютной устойчиво-
сти. С использованием кусочно-линейной функции 
Ляпунова специального вида устанавливается крите-
рий робастной абсолютной устойчивости в форме 
условий разрешимости некоторой периодической 
системы разностных матричных уравнений. 

1. Постановка задачи 

Рассматриваются нелинейные дискретные сис-
темы управления, описываемые разностными урав-
нениями вида 

 
1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ( , ( )), )
m

j

j j

j

x s A s x s b s s x s s
=

+ = +∑ ϕ σ , (1) 

где 

1

1

( , ) ( ), ( ) ,  (0 ) 0,  

1, ,  ( ) ,  

n
j j

j i i j j

i

n n

i i

s x c s x c s x s

j m x x x R

=

=

= 〈 〉 = ≡

= = ∈

∑σ ϕ
 

— n-мерный вектор, характеризующий отклонение 
системы от режима, предписанного целью управле-
ния

1
, A(s) — квадратная матрица порядка n, 

( ), ( ), 1,j jb s c s j m=  — n-мерные вектор-функции 

дискретной переменной 0,1,...,s =  скобки .,.〈 〉  обо-

значают скалярное произведение. Предполагается, 

что вектор-функции ( ), ( )j jb s c s  периодические с 

периодом N  т. е. 

( ) ( ),j jb s N b s+ =  ( ) ( ), 0, 1,...j jc s N c s s+ = =  

и 1,j m=  где N  — некоторое натуральное число 

(период).  
Предполагается, что нестационарная матрица 

( )A s  (вообще говоря непериодическая) принадле-

жит множеству матриц  
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Предполагается также, что нелинейные функции 

( ( , ), ), 1, ,j j s x s j m=ϕ σ  задающие характеристики 

нелинейных нестационарных элементов, определе-
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Совокупность всех таких нестационарных нели-
нейных функций 

1( ( , ), ) ( ( ( , ), ))m

j j js x s s x s ==ϕ σ ϕ σ , 

где 1( , ) ( ( , ))m

j js x s xσ σ == , обозначим через .mΦ  

В силу (2) при всяком 0, 1,...s =  матрица ( )A s  

линейной части системы (1) принадлежит выпукло-
му многограннику 1{ ( ),..., ( )}pco A s A s , натянутому на 

периодические матрицы ( )iA s , 1,i p= . 

В этом смысле множество pA  в (2) задает перио-
дические ограничения на параметры линейной части 
системы (1).  

Множество mΦ  нелинейных функций 

( ( , ), ),s x sϕ σ  

удовлетворяющих неравенствам (3), задает периоди-
ческие ограничения на характеристики нелинейных 
элементов системы (1). 

Таким образом, на самом деле имеется не одна 
конкретная система (1), а семейство нелинейных 
дискретных систем вида (1), соответствующее про-

извольному выбору матрицы ( )A s  из множества pA
 

и функции ( ( , ), )s x sϕ σ из множества mΦ . 

Примером системы (1) является цифровой фильтр, 
описываемый разностным уравнением второго по-
рядка 

( 2) ( 1) ( )cos( ) ( ) 0,x s ax s u s s x sπ+ + + + =  

где ( )u s  — произвольная функция, удовлетворяющая 

условию ( ) ,u s b≤  a и b — постоянные параметры. 
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Заменой переменных 1( ) ( ),x s x s= 2 ( ) ( 1)x s x s= +  

приведенное выше уравнение сводится к системе 
вида (1) при 2,n p N= = = ( ( , ), ) 0s x s ≡ϕ σ  и 

1
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В этом случае, в соответствии с (2), множеством 
pA  является отрезок в пространстве вещественных 

(2 2)× − матриц с периодическими крайними матри-

цами 1 ( )A s  и 2 ( )A s . 

Следуя [7], будем называть систему (1) робастно 

абсолютно устойчивой относительно множеств pA  и 

mΦ , если нулевое решение x(s) ≡ 0 системы (1) асим-

птотически устойчиво в целом при любом выборе 
матрицы A(s) ∈ A

p и функции ( ( , ), )s x sϕ σ  ∈ Φm. 

При отсутствии неопределенности линейной 
части системы (1), т. е. в случае, когда все матрицы 

Ai(s), 1,i p=  в (2) одинаковы (Ai(s) = A(s), 1,i p= ) и 

множество A
p вырождается в «точку» A(s), задача 

робастной абсолютной устойчивости переходит в 
задачу абсолютной устойчивости системы (1) в 
классе Φm. Такая задача рассматривалась в [18].  

В другом частном случае, когда ( ( , ), )s x sϕ σ  ≡ 0 

(т. е. k1j = k2j =0 при всех 1,j m= ), задача робастной 

абсолютной устойчивости сводится к задаче робаст-
ной устойчивости совокупности линейных неста-
ционарных дискретных систем  

 x(s+1) = A(s)x(s), s = 0, 1,… (4) 

при периодических ограничениях на матрицу A(s), 
задаваемых множеством A

p. Эта задача также была 
рассмотрена в [18].  

Задача состоит в определении необходимых и 
достаточных условий робастной абсолютной устой-
чивости нелинейной дискретной системы (1) отно-
сительно множеств Ap и Φm. 

2. Основные результаты 

Следуя [21], наряду с нелинейной системой (1) 
рассмотрим билинейную дискретную систему 
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Обозначим совокупность таких функций 
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устойчивостью системы (5) относительно множеств 
pA  и mΦ  будем понимать асимптотическую устойчи-

вость нулевого решения этой системы при любом вы-

боре матрицы ( ) pA s A∈  и функции ( ) mu s U∈ . 

Из [18, 21, 22] следует, что семейства нелиней-
ных систем (1) и билинейных систем (5) эквива-
лентны периодическому разностному включению 

 x(s + 1) ∈  F(s,x(s)), s = 0,1, …, (7) 
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Эквивалентность понимается в смысле совпаде-
ния множеств решений системы (1) (при всевозмож-

ных ( ) pA s A∈ , ( ( , ), ) ms x s ∈Φϕ σ ), системы (5) (при 

всевозможных ( ) pA s A∈ , ( ) mu s U∈ ) и разностного 

включения (7), (8). 
Поэтому задача робастной абсолютной устойчи-

вости нелинейной системы (1) относительно мно-

жеств pA  и mΦ  эквивалентна аналогичной задаче 

для билинейной системы (5) относительно множеств 
pA  и mU , и обе эти задачи сводятся к проблеме оп-

ределения условий асимптотической устойчивости 
нулевого решения периодического разностного 
включения (7), (8). 

Введем в рассмотрение периодические матрицы  
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где штрих означает операцию транспонирования, а 
скалярные величины jνµ  могут принимать незави-

симо значения jνµ = k1j или jνµ = k2j, 1, .j m=   

Определим также периодические матрицы  

 ( ) ( ) ( )i iC s A s B sν ν= + , 1,i p= , 1, qν = . (10) 

Непосредственно из определения выпуклого 
многогранника [23] следует, что сумма двух выпук-
лых многогранников является выпуклым много-
гранником, вершины которого являются всевозмож-
ными суммами вершин этих двух многогранников. 
Используя это свойство, нетрудно показать, что лю-
бой вектор ( , ( ))y F s x s∈  в (8) допускает эквива-

лентное представление в виде 
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Отсюда следует, что задача робастной абсолютной 
устойчивости системы (1) относительно множеств 
A

p и Φm сводится к эквивалентной задаче робастной 
устойчивости линейной системы (4) относительно 
множества матриц A(s), представимых в виде  

A(s) = 
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где периодические матрицы ( )iC sν , 1,i p= , 1, qν =  

периода N определены в соответствии с (10), а 
( )i sνγ  — произвольные функции, удовлетворяющие 
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1 1

( ) 1
p q

i

i

sν
ν

γ
= =

=∑∑ . 

Поэтому для анализа робастной абсолютной ус-
тойчивости системы (1), как и в случае обычной за-
дачи об абсолютной устойчивости [18, 22], можно 
использовать вариационный метод. Для краткости в 
настоящей работе приводится лишь один из критери-
ев робастной абсолютной устойчивости, которые мо-
гут быть получены на основе вариационного метода. 

Всюду в дальнейшем символ A  будет обозна-

чать любую норму матрицы A, индуцированную не-
которой векторной нормой 
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например, [24]). В частности, это может быть мат-
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Через kΠ  обозначим множество всех матричных 

произведений длины k вида  

 
1 1

( , ) ( 1)... (0)
k kk i ii C k Cν νπ ν = − , (12) 

где (i1, …, ik) ∈ {1, …, p}k, (ν1, …, ν k) ∈ {1, …, q}k
, а че-

рез {1, …, p}k
,{1, …, q}k обозначаются k-кратные 

прямые произведения множеств {1, …, p},{1, …, q} 
соответственно. Множество Πk содержит (pq)k мат-
ричных произведений вида (12).  

Справедлива следующая 

Теорема 1. Система (1) робастно абсолютно 

устойчива относительно множеств A
p
 и Φm в том и 

только в том случае, если существует число k≥ 1, 

такое, что  

 ( , ) 1 ( , )k k ki iπ ν π ν< ∀ ∈Π . (13) 

Доказательство теоремы приведено в Приложе-
нии. Утверждение теоремы 1 представляет собой ес-
тественное обобщение аналогичного критерия, ус-
тановленного в [9] для задачи о робастной устойчи-
вости совокупности линейных нестационарных сис-
тем (4) в случае, когда все матрицы ( )iA s  в (2) ста-

ционарны, т. е. ( )iA s ≡ iA =const, 1,i p= .  

На основе метода функций Ляпунова примени-
тельно к периодическому разностному включению 
(7), (8) почти дословным повторением доказательств 
могут быть установлены необходимые и достаточ-
ные условия робастной абсолютной устойчивости 
системы (1) в форме утверждений, аналогичных 
теоремам 1–5 в [18]. Основное содержание этих ут-
верждений связано с выделением классов функций 
Ляпунова, определяющих необходимые и достаточ-
ные условия абсолютной устойчивости (при отсут-
ствии неопределенности линейной части системы 
(1)). Из этих классов наибольший интерес представ-
ляют параметрические классы кусочно-линейных 
функций Ляпунова  

 
1

( , ) max ( ),j

M
j M

V s x l s x
≤ ≤

= 〈 〉  (14) 

и функции Ляпунова вида форм четной степени 2r:  

 2
,

1

( , ) ( ),
M

j к

M r

j

V s x l s x
=

= 〈 〉∑  (15) 

В [18] показано, что n-мерные периодические век-

тор-функции ( ) ( ( ) ( ))j j jl s l s N l s+ = , 1,j M=  в (14) 

и (15) должны удовлетворять ранговому условию 

rank L(s) = n ≤  M, L(s) = (l1 (s),…,lM(s)), s = 0, 1,…, 

(16) 

т. е. периодическая (n× M)-матрица L(s) (L(s+N) = L(s)) 
имеет максимальный ранг при всех s = 0, 1,…. Условие 
(16) обеспечивает положительную определенность 
функций Ляпунова VM(s,x) и VM,r (s,x) всюду в Rn. 

В силу сказанного выше функции Ляпунова вида 
(14) и (15) определяют также необходимые и доста-
точные условия робастной абсолютной устойчиво-
сти системы (1). Именно, справедливы следующие 
утверждения. 

Теорема 2. Для того чтобы система (1) была 

робастно абсолютно устойчивой относительно 

множеств A
p
 и Φm, необходимо и достаточно, что-

бы для некоторого целого M ≥ n существовала ку-

сочно-линейная функция Ляпунова VM (s,x) вида (14), 
удовлетворяющая условию (16) и неравенству  

( , )
max ( , ) ( , )M M

y F s x
V s y V s xθ

∈
≤ , nx R∈ , s=0, 1,… (17) 

при некотором θ (0< θ <1). 
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Теорема 3. Система (1) робастно абсолютно 

устойчива относительно множеств A
p 

и Φm в том и 

только в том случае, если существует функция Ля-

пунова (15), с вектор-функциями 

( ) ( ( ) ( ), 1, )j j jl s l s N l s j M+ = = , 

удовлетворяющими условию (16), для которой вы-

полняется неравенство вида (17) при некотором це-

лом r≥1.  

Как и в случае задачи об абсолютной устойчиво-
сти [18], использование утверждения теоремы 2 по-
зволяет получить критерий робастной абсолютной 
устойчивости системы (1) в алгебраической форме. 

Теорема 4. Для робастной абсолютной устойчи-

вости системы (1) относительно множеств A
p
 и Φ 

необходимо и достаточно, чтобы существовали 

число M ≥ n, периодическая (n× M)-матрица L(s) 
(L(s+N) = L(s), s=0, 1,…), удовлетворяющая условию 

(16), и периодические (M× M)-матрицы Diν(s), 

Diν(s+N) = Diν(s), 1,i p= , 1, qν = , s=0, 1,…, удовле-

творяющие условиям 

( ) 1iD sν ∞
< , 1,i p= , 1, qν = , s = 0, 1,…, 

такие, что выполняются матричные соотношения 

( ) ( 1) ( ) ( )i iС s L s L s D sν ν′ ′+ = , 1,i p= , 1, qν = , s = 0, 1,…, 

(18) 

где матрицы Сiν, 1,i p= , 1, qν = , s=0, 1,… опреде-

лены в соответствии с (10). 
Доказательство теорем 2–4 проводится по схеме 

доказательств теорем 3–5 в [18] соответственно. 

Заключение 

Поскольку в общем случае сложно проверить 
аналитически выполнение условий теорем 1–4, при-
веденных выше, то дальнейшее продвижение в ре-
шении проблемы робастной абсолютной устойчиво-
сти может развиваться по двум направлениям. Пер-
вое из них связано с выделением специальных част-
ных случаев системы (1), для которых условия тео-
рем 1–4 могут быть эффективно проверены анали-
тически. 

К этому же направлению можно отнести также 
задачу определения более простых и эффективно 
проверяемых достаточных условий робастной абсо-
лютной устойчивости. Второе направление связано с 
разработкой численных методов анализа робастной 
абсолютной устойчивости. Дальнейшая работа в 
этом направлении предусматривает разработку как 
численных алгоритмов проверки выполнения нера-
венства (13) в условиях теоремы 1 или системы мат-

ричных уравнений (18) в условиях теоремы 4, так и 
алгоритмов построения функций Ляпунова вида (14) 
и (15), удовлетворяющих условиям теорем 2 и 3 со-
ответственно. 

Приложение 

Доказательство теоремы 1. Из результатов, по-
лученных в [25], следует, что асимптотическая ус-
тойчивость решения ( ) 0x s =  разностного включе-

ния (7), (8) эквивалентна экспоненциальной устой-
чивости в целом, равномерной по 0 0(x x R≤  и 0s . 

Полагая 0 0s = , рассмотрим компактное множество 

достижимости 0( , )X x k  включения (7), (8) из точки 

за k шагов. Определим функцию 

 
0 01 ( , )

( ) max max
x x X x k

k xχ
= ∈

= . (П.1) 

Аналогично доказательству леммы П.1 в [26] не-
трудно показать, что условие ( ) 1kχ <  при некото-

ром 1k ≤  необходимо и достаточно для равномер-
ной экспоненциальной устойчивости включения (7), 
(8), а следовательно, и для робастной абсолютной 

устойчивости множеств pA  и mΦ . 

Повторяя с надлежащими изменениями рассуж-
дения, использованные для доказательства равенства 
(19) в [22], получим, что значение функции ( )kχ  в 

(П.1) достигается на некоторой матрице 

( , )k kiπ ν ∈Π  

вида (12). Отсюда следует, что условие ( ) 1kχ <  эк-

вивалентно условию (13). Теорема 1 доказана. 
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