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Теория* сбалансированного роста, основные ре-
зультаты которой приведены в монографиях [1–4], 
является важным достижением математической эко-
номики. Однако модели экономических систем, на 
которых базируется эта теория, неявно предполага-
ют наличие централизованного управления эконо-
мическими агентами. Первые результаты обобщения 
этой теории на модели децентрализованных эконо-
мических систем приведены в работах [5–6]. В раз-
витие данных исследований, в работе [7] описан ме-
ханизм принятия управленческих решений в замк-
нутой децентрализованной экономической системе с 
леонтьевскими технологиями, который приводит к 
циклической динамике некоторых экономических 
показателей системы. 

В данной работе приводится обобщение полу-
ченных в [7] результатов на случай открытой эконо-
мической системы с конечным потреблением. Зна-
чимость такого обобщения объясняется тем, что 

                                                           
 * Работа выполнена при поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (пректы № 13–07–00730, № 11–07–
00201). 

главная задача реальных экономических систем со-
стоит в удовлетворении потребностей общества в 
продуктах и услугах. Соответственно, учет фактора 
конечного потребления является несомненным дос-
тоинством любой математической модели, описы-
вающей многоотраслевую экономику. 

Рассмотрим один из возможных вариантов учета 
конечного потребления в модели децентрализован-
ной экономики с леонтьевскими технологиями. Вве-
дем следующие обозначения: 

t — индекс временного шага модели, 0,1,2,...t = , 
i — индекс отрасли, 1,..., ,i n=  
A — квадратная неотрицательная матрица поряд-

ка n, элементы которой ija  равны удельным затратам 

продукта i при производстве продукта j (эти коэф-
фициентами называются технологическими), 

( )x t  — вектор выпуска продукции экономиче-

ской системой на шаге t, компоненты которого рав-
ны объемам производства соответствующих отрас-
лей на данном шаге, 

( )sx t  — вектор объемов реализации продукции, 

произведенной на шаге t, 
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( )dx t  — вектор объемов спроса на продукты, 

произведенные на шаге t, 

( )px t  — вектор планов выпуска продукции на 

шаге t, 
( )c t  — вектор конечного потребления продукции 

на шаге t, 

( )dc t  — вектор величин спроса на конечное по-

требление на шаге t. 
Предполагается, что объем конечного потребле-

ния и производственные затраты любого из продук-
тов не могут превосходить объема выпуска данного 
продукта на предыдущем шаге: 

( ) ( ) ( 1),          1, 2,...Ax t c t x t t+ ≤ − =  
Такой вид ограничения означает, что произве-

денная продукция должна быть использована в те-
чение следующего шага в качестве производствен-
ного ресурса или/и для конечного потребления, по-
сле чего она теряет свои потребительские свойства. 

Технологическая матрица A  предполагается не-
разложимой. Тем самым нетривиальная динамика 
системы на бесконечном временном горизонте воз-
можна лишь при строго положительном векторе на-
чальных запасов (0)x  и положительных выпусках 

всех видов продукции на всех шагах. С другой сто-
роны, некоторые из компонент вектора ( )c t  могут 

иметь нулевые значения при всех t . 
В реальных экономических системах формиро-

вание спроса на продукты конечного потребления 
зависит от множества экономических, социальных и 
психологических факторов. Будем определять по-
требительский спрос, используя только эндогенные 
переменные модели, а именно объемы производства. 
Обоснованием такого подхода служит тот факт, что 
спрос на продукцию конечного потребления во мно-
гом определяется доходами трудящихся. В свою 
очередь, доходы определяются как трудозатратами, 
так и отраслевыми ставками заработной платы. Хотя 
фактор труда в данной модели не рассматривается, 
но трудозатраты можно косвенно оценить через объ-
емы производства. Следовательно, появляется воз-
можность оценить спрос на конечное потребление, 
зная объемы выпуска и действующие нормативы за-
работной платы в сфере производства. Заметим, что 
такую оценку можно считать корректной только для 
работающих по найму, поскольку их труд оплачива-
ется сдельно или за отработанное время. 

Исходя из приведенной аргументации, будем 

предполагать, что вектор ( )dc t  величин потреби-

тельского спроса на шаге t  связан с вектором вы-
пуска ( 1)x t −  на закончившемся производственном 

цикле линейным соотношением вида 

 ( ) ( 1),dc t Bx t= −  (1) 

где B  — неотрицательная квадратная матрица по-
рядка n с постоянными элементами. Если считать, 
что работники всех отраслей имеют одинаковые по-
требности в продуктах конечного потребления, то 
данная матрица состоит из коллинеарных столбцов, 
при этом различие столбцов обусловлено отраслевой 
спецификой трудозатрат на производство единицы 
продукции, а также отраслевыми ставками оплаты 
труда. 

С учетом фактора конечного спроса, формула для 

вычисления вектора спроса ( 1)dx t −  на продукцию 

шага 1t −  выглядит так: 

( 1) ( ) ( ).d p dx t Ax t c t− = +  

Замечание 1. Использование этой формулы 

предполагает, что любая отрасль i, продукция ко-

торой поставляется для конечного потребления, 

должна располагать всей информацией, необходи-

мой для вычисления компоненты ( )d

ic t  согласно оп-

ределению (1). Как правило, в реальной экономике 

взаимодействие между производителем и конечным 

потребителем осуществляется через цепочку по-

средников, они же косвенно и доводят информацию 

о величинах конечного спроса до производителей 

путем заказов на оптовые поставки продукции.  

Рассмотрим процедуру распределения продукции 
шага 1t −  между производственным и конечным по-
треблением. Каждая отрасль i вычисляет коэффици-
ент ( 1)i tη −  обеспеченности величины спроса про-

изведенной продукцией: ( 1) ( 1) / ( 1)d

i i it x t x tη − = − − . 

Далее эти коэффициенты сообщаются всем отрас-
лям системы. На основе полученных данных каждая 
из отраслей вычисляет максимальное значение этих 
показателей: 

 max ( 1) max ( 1).i
i

t tη η− = −  (2) 

Будем предполагать, что на всех шагах этот пока-
затель больше единицы, т. е. на каждом шаге суще-
ствует продукт, величина спроса на который превы-
шает объем производства. Если ни сфера производ-
ства, ни конечное потребление не имеют привилегий 
по снабжению продукцией, то логично считать, что 
наиболее дефицитный продукт(ы), т. е. тот, на кото-
ром достигается максимальное значение чисел 

( 1)i tη − , распределяется среди всех потребителей 

пропорционально величинам спроса. Для распреде-
ления остальных продуктов на нужды производства 
и конечное потребление используется другой под-
ход. Предполагается, что все планы производства на 
шаге t корректируются под наиболее дефицитный 
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ресурс, т. е. уменьшаются в max ( 1)tη −  раз. Соответ-

ственно, скорректированные производственные пла-
ны полностью обеспечиваются ресурсами. 

Что касается конечного потребления, то подобная 
корректировка поставок выглядит явно неразумной, 
если в модели не требовать из каких-то соображений 
строгой комплектности потребления. Поэтому вме-
сто корректировки поставок под наиболее дефицит-
ный продукт, будем считать, что объем конечного 
потребления продукта вида i определяется формулой 
вида 

1max (

1
( ) min ( ), ( )

)
(

1
1 )

n
d p

i i i ij j

j

c t c t x t
t

x ta
η =−

  
= − − 

  
∑

 (3) 

Ясно, что данный подход обеспечивает не мень-
шие объемы конечного потребления всех продуктов 
по сравнению с отвергнутым. Как следствие, векто-

ры ( )dc t  и ( )c t  могут быть, вообще говоря, некол-

линеарными, т. е. в модели допускается некомплект-
ное конечное потребление продукции. С другой сто-
роны, очевидный недостаток подхода, на котором 
базируется эта формула, состоит в том, что не учи-
тывается возможность замещения одних продуктов 
другими, т. е. дефицит некоторого продукта нельзя 
компенсировать потреблением других продуктов 
сверх пределов, установленных соответствующими 

компонентами вектора ( )dc t . 

Данная схема распределения выпусков позволяет 
подсчитать объемы реализованной продукции, про-
изведенной отраслью i на шаге 1t − , как функцию 
объемов производства на шагах 1t −  и t: 

 
1

1 1

( 1) ( )

min ( 1) ( ), ( 1) ,

n
s

i ij j

j

n n

i ij j ij j

j j

ax t x t

x t x t xb ta

=

= =

− = +

  
+ − − − 

  

∑

∑ ∑
 (4) 

где ijb  — элементы матрицы B , фигурирующей в 

формуле (1).  
Если обозначить через 

1

( 1) ( )
n

s

i ij j

j

x at x t
=

− ≡∑
 

объем поставок на нужды производства, то формулу 
(4) можно переписать так: 

1

( 1) ( 1)

min ( 1) ( 1), ( 1) .

s s

i i

n
s

i i ij j

j

x t x t

x t x t x tb
=

− = − +

  
+ − − − − 

  
∑

 

Для завершения описания модели осталось рас-
смотреть схему вычисления планов. Заметим, что в 
формуле (1) переменной величиной является только 

вектор выпуска продукции, значение которого ста-
новится известным в момент завершения шага 1t − . 
Это позволяет считать, что отрасль i, определяя план 

выпуска ( )p

ix t  по окончанию шага 1t − , знает объем 

спроса на конечное потребление своей продукции на 

шаге t. Таким образом, показатель ( )d

ic t  можно рас-
сматривать как аддитивную составляющую плана 
отрасли i на шаге t. Далее при составлении плана 
необходимо учесть прогноз объема сбыта продукта 
на производственные цели. Этот показатель будем 
вычислять с использованием диапазонов успешно-
сти реализации продукции, предназначенной на ну-
жды производства. 

Предположим, что отрасль i в момент окончания 
шага 1t −  начинает планировать объем выпуска 
производственного назначения на шаге t  с сопос-
тавления процента реализации своей продукции, 
произведенной на шаге 2t −  и предназначенной для 
производственного потребления, с некоей заданной 
шкалой реализации. Эта шкала определена руково-
дством отрасли и не меняется на рассматриваемом 
горизонте работы системы.  

Шкала реализации отрасли i содержит L(i) диа-
пазонов, где ( ) 1L i ≥ . Например, при ( ) 5L i =  эта 

шкала может быть такой: диапазон с индексом 1l =  
отвечает случаю, когда реализовано не более 60 % 
произведенной продукции производственного на-
значения, диапазон 2l =  соответствует реализации 
от 60 % до 70 % включительно, …, диапазон 5l =  — 
уровням реализации, принадлежащих интервалу 
[90 %, 100 %]. 

Шкала любой отрасли должна удовлетворять 
трем условиям: 

• любой диапазон является интервалом (открытым, 
замкнутым или полуоткрытым),  

• диапазоны одной шкалы попарно не пересека-
ются,  

• объединение диапазонов одной шкалы образует 
покрытие отрезка [0, 100]. 
Отметим, что допустимо выделение в вырожден-

ный диапазон отдельной точки, например, уровня 
реализации в 100 %. Следует подчеркнуть, что и 
число диапазонов и их границы, вообще говоря, 
специфичны для каждой отрасли. С другой стороны, 
все отрасли могут использовать единую шкалу диа-
пазонов.  

Каждому диапазону соответствует свой коэффи-
циент ilk , который имеет простой экономический 

смысл: — руководство отрасли i  ожидает темпа 
роста потребления своей продукции производствен-
ного назначения на уровне 

ilk  в расчете на один 

шаг, если наблюдавшийся процент реализации ее 
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продукции соответствует диапазону l . Предполага-

ется, что при любом фиксированном i  коэффициен-

ты { }ilk  упорядочены так: 1 2 ( )i i iL ik k k< < <⋯ , т. е. 

диапазону с большим процентом реализации соот-

ветствует ожидание большего темпа роста потреб-

ления продукции данного вида. Значения коэффици-

ентов { }ilk  определяет руководство соответствую-

щей отрасли, и они не меняются на всем горизонте 

работы системы. 

Замечание 2. Предположение о неизменности 

коэффициентов и диапазонов шкалы нужно лишь 

для исследования асимптотического поведения сис-

темы. Изменение коэффициентов прерывает скла-

дывающуюся тенденцию в динамике системы и 

служит отправной точкой для новой. С точки зре-

ния здравого смысла, руководство отрасли имеет 

право в любой момент изменить систему диапазо-

нов своей шкалы, а также значения коэффициен-

тов, если их использование приводит к неудовлетво-

рительным результатам работы отрасли.  

Определяя план выпуска продукции на шаге t , 

отрасль i  использует формулу 

 ( ) ( 2) ( ),p s d

i il i ix t k x t c t= − +  (5) 

где положительный коэффициент ilk  отвечает диа-

пазону l  шкалы отрасли i , которому принадлежит 

процент реализации продукции производственного 

назначения, произведенной на шаге 2t − . Из этой 

формулы следует, что векторы выпуска на двух со-

седних шагах связаны равенством вида  

( ) ( )( ( ) ) ( 1),x t t K t Y B x tβ= + −
 

где скалярный параметр ( )tβ  соотносит вектор вы-

пуска с вектором плановых показателей и вычисля-

ется с использованием параметра max ( 1)tη −  (2) так: 

max( ) 1 / ( 1)t tβ η= − , а диагональная матрица ( )K t  

образована из соответствующих коэффициентов ilk , 

применявшихся отраслями при планировании про-

изводства на шаге t. Из этого равенства, используя 

индукцию, установим связь между векторами ( )x t  и 

(1)px : 

 
( ) ( ) (1)( ( )

)( ( 1) ) ( (2) ) (1).p

x t t K t Y

B K t Y B K Y B x

β β= +

+ − + +

⋯

⋯

 (6) 

При изучении данной модели будем считать, что 

значения коэффициентов { }ilk  достаточно велики, так 

что первоначальные планы (5) не могут быть выпол-

нены на любом шаге из-за недостатка ресурсов.  

Теорема. Если технологическая матрица A  не-

разложима, векторы (0)x
 и (1)px

 строго положи-

тельны и выполняется неравенство  

2

min 1min (1/ ) ,i i Ak k λ≥≡
 

где Aλ  — фробениусово собственное число техноло-

гической матрицы A , то начиная с некоторого шага 
T , возникает цикличность в произведении матриц, 

фигурирующих в правой части формулы (6). Эта цик-

личность проявляется в том, что при t T≥  в каче-

стве новых сомножителей используются только ,m

1,m ≥  матриц в строго определенном порядке. Если 

записать параметр t  в виде 
,t T ms j= + + 0,1,...,s =

 
0,..., 1,j m= −  то указанная цикличность позволяет 

уточнить формулу (6) при t T≥  так: 

( )
( )

1 0

1 0 1 0

( )

( ) ( 1) ( ), 0;

( ) ( 1) ( ), 0,

s

m

s

j m

x T ms j

t T M M x T j

t

A A

A A AT M M M M x T jA

β β

β β

−

− −

+ + =

 + =


+ >

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

 

где 0 1 1, , , mM M M −…  — фиксированные матрицы ви-

да = j jM K B+ , а jK , 0,..., 1,j m= −  суть диаго-

нальные матрицы, положительные элементы ко-

торых образованы из коэффициентов, используемых 

при вычислении планов соответствующими отрас-

лями. 

Доказательство этой теоремы аналогично дока-

зательству существования предельного цикла в по-

следовательности нормированных выпусков в бо-

лее простой модели децентрализованной многоот-

раслевой экономической системы, рассмотренной в 

работе [7].  

Предельный цикл последовательности нормиро-

ванных выпусков порождает в этой модели предель-

ный цикл последовательности нормированных век-

торов потребления { }( )/ ( )c t c t‖ ‖ . Чтобы убедиться в 

этом, перепишем формулу (3) так: 

1 1

( ) min ( 1), ( 1) ( ) ,

1, , .

n n

i ij j i ij j

j j

b ac t x t x t x t

i n

= =

  
= − − − 

  
= …

∑ ∑
 

Поскольку в пределе через каждые m  шагов 

цикла компоненты векторов выпуска меняются в од-

ной и той же пропорции, то этим свойством должны 

обладать и компоненты векторов конечного потреб-

ления.  

Так как темпы роста выпуска любого продукта от 

шага к шагу, вообще говоря, меняются, а переменная 

( )ic t  зависит от переменных ( 1)x t −  и ( )x t , то тем-
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пы роста на любом шаге переменных ( )ic t  и ( )ix t , 

1,..., ,i n=  вообще говоря, различны.  
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