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За последние годы роль малых предприятий в 
экономике страны существенно повысилась, что 
видно из приведенной далее таблицы. В таблице 1 
по данным Федеральной службы государственной 
статистики [15, 17] представлены показатели, харак-
теризующие малое предпринимательство в Россий-
ской Федерации за период с 2007 года по 2011 год. 

Таблица 1 

Динамика показателей малых предприятий России 

Показатель 
Годы 

2007 2008 2009 2010 2011 

Количество малых 
предприятий, тыс. 

1137,4 1347,7 1602,5 1644,3 1836,4 

Численность ра-
ботников, тыс. чел. 

9239,2 10436,9 10247,5 11149,0 11480,5 

Удельный вес  
работников малых 
предприятий в 
общей численно-
сти экономически 
активного насе-
ления, % 

12,3 13,8 13,5 14,8 15,2 

Из таблицы 1 видно, что количество малых пред-
приятий стабильно росло и за 5 лет увеличилось на 
61 %. Численность работников, занятых в малом 
предпринимательстве, возросла на 24 % и достигла 
15 % от общей численности экономически активно-
го населения страны.  

Учитывая возрастание роли малых предприятий в 
экономике страны, анализ закономерностей и тен-
денций их развития является одним из актуальных 
направлений современной экономических исследо-
ваний. Оценка эффективности деятельности малых 
предприятий может основываться на разработке про-
изводственных функций, которые, как показывает 
накопленный опыт [1, 3, 4, 22, 29], позволяют описы-
вать функционирование самых разнообразных хозяй-
ствующих субъектов и их совокупностей, от отдель-
ных предприятий и организаций до отраслей, эконо-
мики регионов и экономики страны в целом.  

Производственные функции являются экономи-
ко-математическими моделями процессов выпуска 
продукции и количественно выражают устойчивые 
зависимости между ресурсами и объемами произ-
водства. Они широко применяются в экономическом 
анализе и управлении. 

В большинстве проведенных ранее исследований 
производственные функции разрабатывались на ос-
нове данных за длительный промежуток времени. 
Вместе с тем еще основоположник методологии 
производственных функций П. Дуглас указывал, что 
интересно исследовать экономические объекты не 
только на основе временных рядов, а и рассматривая 
много одновременно функционирующих объектов за 
определенный промежуток времени [23]. В качестве 
примера построения производственной функции по 
ряду объектов можно привести работу [31] извест-
ного американского экономиста, лауреата нобелев-
ской премии Р. Солоу по построению производст-
венной функции за 1956 год по девяти регионам 
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США. Однако этот подход не получил широкое раз-
витие в связи с отсутствием возможностей обработ-
ки больших массивов информации.  

В начале двадцать первого века на основе приме-
нения компьютеров и соответствующих комплексов 
прикладных программ одновременное рассмотрение 
временных и пространственных данных в экономике 
получило широкое развитие. Пространственные 
данные за ряд лет получили название панельных 
данных. Методология анализа панельных данных 
приведена в работах таких ученых, как Б. Балтаги, 
К. Баум, М. Нерлове, Б. Хоноре, Ч. Хсиао [20, 21, 25, 
26, 30]. Поскольку панельные данные сочетают в се-
бе информацию как о пространственных характери-
стиках рассматриваемых объектов, так и динамику 
их изменения в течение определенного времени, 
разработанные модели обладают большей гибко-
стью и содержательностью. 

Как показывает накопленный к настоящему вре-
мени опыт, методология, основанная на использова-
нии панельных данных, обеспечивает ряд существен-
ных преимуществ по сравнению с построением ана-
логичных моделей за один конкретный период (год): 

• в процессе моделирования рассматривается зна-
чительно большее количество наблюдений; 

• обеспечивается повышение эффективности оценок; 
• исключаются недостатки, характерные как для 

пространственных, так и для временных моделей; 
• появляется возможность определить изменение 

рассматриваемых факторов во времени. 
Обоснование возможности применения произ-

водственных функций для анализа деятельности со-
вокупности малых предприятий в регионах Россий-
ской Федерации представлено в таких работах, как 
[11, 13]. Наряду с разработанными ранее производ-
ственными функциями за конкретные годы пред-
ставляет определенный интерес разработка произ-
водственных функций по панельным данным. Неко-
торые итоги соответствующих исследований пред-
ставлены в настоящей статье.  

Методика исследований включала следующие 
этапы:  

• определение информационной базы для построе-
ния функций; 

• сбор и первичная обработка исходных данных; 
• определение необходимых для расчетов матема-

тических методов и программных средств; 
• проведение вычислительного эксперимента; 
• логический и математический анализ качества 

полученных функций; 
• установление закономерностей, характеризую-

щих функционирование совокупности малых 
предприятий в регионах. 
В предыдущих работах автора [12] было показа-

но, что наилучшим образом аппроксимируют исход-

ные данные двухфакторная степенная производст-
венная функция, которая описывает зависимость 
оборота малых предприятий от инвестиций в основ-
ной капитал и заработной платы работников по всем 
субъектам (республикам, краям, областям, а также 
городам федерального значения) Российской Феде-
рации. Аналогичный подход предлагается приме-
нять при анализе панельных данных.  

Использование панельных данных предусматри-
вает формирование массивов информации по каж-
дому из субъектов страны за ряд лет с последую-
щим объединением их в общую информационную 
базу. Учитывая, что критерии отнесения к малым 
предприятиям были установлены в 2007 году в за-
коне «О развитии малого и среднего предпринима-
тельства в Российской Федерации» [16], представ-
ляется возможным проведение анализа показателей, 
характеризующих функционирование совокупности 
малых предприятий в субъектах страны за 2007–
2011 годы. Данные за более ранний период рас-
сматривать не целесообразно ввиду их несопоста-
вимости. Источниками исходной информации явля-
лись статистические сборники Федеральной служ-
бы государственной статистики [7, 8, 9, 10]. В про-
цессе исследований рассматривались совокупности 
малых предприятий по 76 субъектам страны (за ис-
ключением Ингушской и Чеченской республик, по 
которым отсутствуют статистические данные за не-
которые годы рассматриваемого периода). Для ис-
ключения повторного счета не включались стати-
стические данные по автономным округам и авто-
номной области.  

Разработка производственных функций основы-
валась на применении регрессионного анализа [4, 6]. 
Поскольку функция представляет собой степенную 
зависимость, предварительно проводилась линеари-
зация. Учитывались методические особенности ана-
лиза панельных данных, изложенные в работах [14, 
19, 27, 28]. 

Вычислительный эксперимент проводился с ис-
пользованием компьютерных программ StataSE 10 и 
Microsoft Excel [5, 21, 24]. Оценка качества полу-
ченных функций основывалась на принятых крите-
риях, а именно на анализе коэффициентов корреля-
ции и детерминации, критериев Фишера—Снеде-
кора и Стьюдента. Также оценивалось значение 
стандартной ошибки. 

В соответствии с методикой обработки панель-
ных данных были построены три производственные 
функции, соответствующие трем основным модель-
ным спецификациям. Наилучшим образом аппрок-
симирует исходные данные следующая производст-
венная функция: 

 1 2

0,181 0,908
1 1 2( , ) 7, 411y x x x x= × × ,  (1) 
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где 1y  — оборот совокупности малых предприятий 

в субъектах страны, млрд руб.; 

1x  — инвестиции в основной капитал совокуп-

ности малых предприятий в субъектах страны, млрд 
руб.; 

2x  — заработная плата работников совокупности 

этих малых предприятий, млрд руб.  
Все представленные в статье функции и после-

дующая таблица разработаны автором. 
Оценка качества полученной функции (1) осно-

вывалась на сравнении расчетных значений указан-
ных выше критериев качества с соответствующими 
табличными значениями [22]. Расчетные значения 
по функции (1) приведены в первой строке табли-
цы 2. Анализ показал, что разработанная функция 
обладает высоким качеством. Так коэффициенты де-
терминации и корреляции близки к единице. Расчет-
ное значение намного больше табличной величины 
критерия Фишера— Снедекора, равной 3,15. Отме-
тим, что проведенная проверка показала отсутствие 
автокорреляции и гетероскедастичности. Расчетное 
значение стандартной ошибки мало. Точность оцен-
ки коэффициентов производственной функции (1) 
проверялась с использованием критерия Стьюдента 
при уровне значимости равном 0,05. При этом оба 
полученных расчетных значения превышают таб-
личное значение критерия, равное 1,99. 

Учитывая большой удельный вес, приходящийся 
на совокупности малых предприятий городов феде-
рального значения — Москвы и Санкт-Петербурга, 
была разработана производственная функция по 
субъектам страны, исключая данные по этим горо-
дам. Соответствующая функция приведена ниже: 

 1 2

0,179 0,913
2 1 2( , ) 7,338y x x x x= × × , (2) 

где 2y  — оборот совокупности малых предприятий 

в субъектах страны за исключением городов Москвы 
и Санкт-Петербурга, млрд руб.; 

1x  — инвестиции в основной капитал совокупности 

малых предприятий в субъектах страны за исключе-
нием городов Москвы и Санкт-Петербурга, млрд 
руб.; 

2x  — заработная плата работников совокупности 

малых предприятий в субъектах за исключением го-
родов Москвы и Санкт-Петербурга, млрд руб.  

Сравнение функций (1) и (2) показало, что как 
показатели степеней при факторах, так и значения 
коэффициентов полученных функций отличаются 
менее чем на один процент. То есть эти функции 
схожи. Поэтому оборот совокупностей малых пред-
приятий всех субъектов страны, включая мегаполи-
сы Москву и Санкт-Петербург, может быть описан 
производственной функцией (1).  

Оценка качества функции (2) также основыва-
лась на сравнении расчетных значений критериев 
качества с соответствующими табличными значе-
ниями. Расчетные значения по функции (2) приведе-
ны во второй строке таблицы 2. Анализ показал, что 
разработанная функция обладает высоким качест-
вом.  

Наряду с разработкой производственной функ-
ции по панельным данным была построена также 
так называемая сквозная регрессионная модель, ос-
нованная на исходных данных без их разделения по 
конкретным годам. Соответствующая производст-
венная функция, в которой не учитываются времен-
ные составляющие (то есть изменения, обусловлен-
ные разными периодами времени) и случайные эф-
фекты, приведена далее: 

 1 2

0,124 0,917
3 1 2( , ) 7,664y x x x x= × × ,  (3) 

где 3y  — оборот совокупности малых предприятий 

в субъектах страны, млрд руб.; 

1x  — инвестиции в основной капитал совокупно-

сти малых предприятий в субъектах страны, млрд руб.; 

2x  — заработная плата работников совокупности 

малых предприятий в субъектах страны, млрд руб.  
Функция (3), как показала проверка, также обла-

дает высоким качеством. Это следует из анализа 
данных, приведенных в третьей строке таблицы 2. 

Таблица 2 

Итоги проверки качества производственных функций 

Номер 

функ-

ции 

Коэффи-

циент 

детерми-

нации 

Коэф-

фи-

циент 

корре-

ляции 

Расчетные 

значения 

критерия 

Фишера—

Снедекора 

Расчетные 

значения 

стандарт-

ной ошибки 

Расчетные 

значения 

критерия 

Стьюдента 

x1 x2 

(1) 0,897 0,947 749,39 0,24 4,17 21,96 

(2) 0,937 0,968 2819,29 0,31 6,41 44,80 

(3) 0,899 0,948 551,88 0,24 3,96 18,79 

Сравнение показателей степеней и коэффициен-
тов функций (1) и (3) позволяет сделать вывод о 
достаточно близких (отличающихся менее чем на 
один процент) значениях показателей степеней при 
втором факторе функций (заработной плате работ-
ников). Показатель степени при первом факторе (ин-
вестициях в основной капитал) в функции, постро-
енной по панельным данным, в 1,5 раза больше по 
сравнению с функцией (3). Значение коэффициента 
в функции (3) на 5 % больше соответствующего зна-
чения коэффициента в функции (1). Таким образом, 
производственная функция на основе панельных 
данных несколько отличается от аналогичной функ-
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ции, построенной без разделения исходных данных 
по конкретным годам.  

Итоги проверки качества всех разработанных 
производственных функций по принятым критериям 
приведены в таблице 2.  

Таким образом, проведенные исследования пока-
зали возможность построения производственных 
функций с использованием панельных данных. При 
этом полученные функции основываются на дву-
мерных массивах статистических данных, одна из 
размерностей которых имеет пространственную, а 
другая временную интерпретацию.  

Значения степеней при обоих факторах в функ-
ции (1) положительны и, следовательно, с ростом 
значений каждого из двух факторов, оборот малых 
предприятий увеличивается. Причем, на рассматри-
ваемом диапазоне значений факторов, функция не 
достигает своего максимума. Это подтверждается 
так же тем, что значения предельной отдачи по обо-
им факторам положительны на рассматриваемых 
диапазонах изменения их значений. Из этого может 
быть сделан вывод о том, что насыщение малыми 
предприятиями как субъектов Российской Федера-
ции, так и страны в целом явно недостаточно.  

Сумма значений степеней факторов производст-
венной функции (1) больше единицы, что свидетель-
ствует о возрастающей отдаче от масштаба. То есть, 
при одновременном и равном процентном увеличе-
нии факторов производственной функции достигает-
ся наилучший эффект роста оборота совокупности 
малых предприятий. Отметим, что оборот малого 
предпринимательства увеличивается более быстры-
ми темпами, чем рост значений каждого факторов. 
Например, при росте обоих факторов в этой функции 
на 10 %, оборот возрастает на 10,9 %. Опережающее 
увеличение оборота малых предприятий при одно-
временном росте факторов имеет важное значение 
для развития этого сектора экономики регионов.  

Перекрестные производные производственных 
функций по каждому из двух факторов положитель-
ны для любых значений диапазона изменения фак-
торов. Это показывает, что увеличение одного из 
факторов улучшает условия использования другого 
фактора. Так, рост заработной платы работников 
улучшает отдачу от инвестиций. И наоборот, увели-
чение инвестиций повышает возможности роста 
оборота малых предприятий при увеличении зара-
ботной платы. 

Эластичность оборота по инвестициям в основ-
ной капитал меньше эластичности оборота по зара-
ботной плате, что свидетельствует о том, что для 
рассматриваемых производственных функций харак-
терен фондосберегающий (экстенсивный) рост обо-
рота малого предпринимательства в субъектах. 

Предельная отдача каждого из факторов меньше 
средней отдачи этого фактора на всем диапазоне 

данных. Такое соотношение средней и предельной 
отдачи характерно для второй стадии производства 
по предложенной Д. Н. Хайманом классификации 
[18]. Эта стадия характеризуется наиболее сбалан-
сированным соотношением факторов производст-
венной функции. Как указывает Д. Н. Хайман, 
«только на ней не наблюдается избытка эффективно 
используемых факторов».  

Вторые производные всех изоквант положитель-
ные, следовательно, выпуклые к началу координат. 
При этом уровень их выпуклости уменьшается при 
росте оборота совокупности малых предприятий, что 
свидетельствует, по мнению Х. Вэриана и А. Г. Гран-
берга [2, 3], об увеличении эластичности замены фак-
торов: с ростом оборота малых предприятий возрас-
тают возможности замены одного фактора другим. 

Фактор заработной платы работников влияет на 
оборот малых предприятий в большей степени, чем 
фактор инвестиций в основной капитал. 

На основе разработанной производственной 
функции (1) были получены зависимости, отра-
жающие взаимосвязь инвестиций в основной капи-
тал и заработной платы работников (изокосты, изо-
кванты). Точки касания изоквант и изокост образуют 
оптимальную траекторию расширения, которая по-
казывает наилучшие соотношения факторов для ка-
ждого значения объема производства. Уравнение, 
описывающее оптимальную траекторию, отражает 
зависимость заработной платы от инвестиций. Ана-
лиз производственных функций и зависимостей, по-
лученных на их основе, позволил установить ряд за-
кономерностей и тенденций, характерных для дея-
тельности малых предприятий. 

В целом, проведенные исследования показали 
возможность построения производственной функции, 
описывающей оборот совокупности малых предпри-
ятий в субъектах нашей страны на основе панельных 
данных. Разработанная функция позволяет сочетать 
достоинства как пространственного, так и временно-
го подхода, и хорошо отражает сложившиеся особен-
ности функционирования малого предприниматель-
ства в субъектах Российской Федерации. 

Производственная функция и полученные на ее 
основе зависимости могут быть применены в каче-
стве инструментов решения широкого круга науч-
ных и прикладных задач развития и совершенство-
вания малого предпринимательства: 

• выявление субъектов Российской Федерации, для 
которых соотношение факторов производства и 
величина оборота близки к оптимальным;  

• обоснование потребностей в инвестициях в ос-
новной капитал и величины заработной платы, 
необходимых для перехода совокупности малых 
предприятий в конкретном субъекте страны на 
оптимальную траекторию; 
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• расчет потребностей в ресурсах для сохранения 
малых предприятий субъектов на оптимальной 
траектории, если они на ней находятся; 

• определение оптимальной величины инвестиций 
(при фиксированной заработной плате), необходи-
мых для достижения запланированного оборота; 

• определение оптимальной величины заработной 
платы (при фиксированных инвестициях), обеспе-
чивающей достижение запланированного оборота; 

• формирование различных программ, перспек-
тивных планов и прогнозов. 
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