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Моделирование эволюции популяций 

с возрастной структурой: связь рождаемости 

со скоростью изменения среды 

А. В. СОКОЛОВ  

Аннотация. Статья посвящена моделированию динамики популяции в изменяющейся 

природной среде. Предлагается оптимизационный принцип, связанный с эволюцией, ес-

тественным отбором на популяционном уровне. Результаты численных экспериментов 

демонстрируют правдоподобные зависимости возрастной рождаемости и смертности от 

скорости изменения среды, изменчивости популяции и других параметров. 
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Введение 

Возраст является одним из ключевых механиз-
мов эволюции. Именно возраст определяет основ-
ные периоды жизни (детство, репродуктивный пе-
риод и старость): 

• В период между рождением и последующим 
размножением (до наступления репродуктивного 
возраста) происходит фильтрация (естественный 
отбор) «перспективных» особей, т. е. тех, кому 
удалось выжить в изменяющихся условиях 
внешней среды данного периода. 

• В репродуктивный период происходит «копиро-
вание» выживших особей с некоторым разбро-
сом. Однако и в этот период происходит проверка 
на соответствие популяции состоянию среды, так 
что «неперспективные» особи погибают. 

• После репродуктивного периода особи (обычно в 
природе) достаточно быстро погибают и, таким 
образом, освобождают ресурсы для последую-
щих поколений. 
Для математической формализации данных про-

цессов выбрана модель динамики популяции, особи 
которой распределены по возрасту и по толерантно-
сти (параметр приспособленности особи к окру-
жающей среде, определяющий смертность). Вы-
бранная модель позволяет формализовать процесс 
эволюции (изменения популяции, соответствующие 
изменяющимся внешним условиям) и сформулиро-
вать вариационную задачу с оптимизационным кри-
терием, связанным с естественным отбором на 
уровне популяции, со способностью популяции эф-

фективно эволюционировать в изменяющейся среде. 
Критерий оптимизации отражает не только приспо-
собленность (толерантность) популяции к состоя-
нию среды в данный момент времени, но и способ-

ность эволюционировать, приспосабливаться к её 

(среды) изменениям, т. е. «первую производную» от 
толерантности. 

Цель данного исследования — построить мате-
матическую модель, качественно описывающую 
известные связанные с возрастом биологические 
эффекты, привлекая минимальное число предполо-
жений. Поэтому некоторые из приведенных ниже 
предположений могут показаться упрощенными, 
некоторые известные факты — неучтенными. 

Так как аналитическое решение поставленной 
задачи не представляется возможным, исследуется 
численная модель. Полученные численные резуль-
таты не относятся к конкретным популяциям. Одна-
ко, для удобства интерпретации параметры модели 
выбраны так, чтобы результаты моделирования от-
даленно «напоминали» популяцию человека. 

1. Постановка задачи.  

Предположения 

1. Популяция. Рассматривается популяция, особи 
которой отличаются друг от друга двумя пара-
метрами: 
• хронологическим возрастом (ττττ ) и 
• толерантностью [1] к состоянию среды (a ) 

(или приспособленностью, выживаемостью, 
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уязвимостью, устойчивостью). В общем случае 
a является вектором, однако в данном исследо-
вании будем считать его величиной скалярной. 
Такой величиной может быть приспособлен-
ность к температуре (например, одни особи 
могут быть приспособлены к температуре 23°, 
другие — к 21°), влажности, толерантность к 
загрязнениям, устойчивость к болезням, па-
разитам, хищникам и т. д. Это может быть и 
абстрактный или комбинированный пара-
метр, например, благоприятствующий особям 
большего размера или имеющим больший 
размер мозга. Отметим, что в рамках данной 
постановки толерантность близка к биологи-
ческому понятию приспособленности (спо-
собности особи сохранять свои гены в гено-
фонде целой популяции, или, иначе, успеху в 
размножении [2]). 

• Плотность особей в пространстве (τ,a) в мо-
мент времени t обозначим n(τ,a,t). 

2. Толерантность. Толерантность особи (a) со вре-
менем не меняется ( / 0)a t∂ ∂ = . Имеется в виду 
наследуемая толерантность. Ненаследуемая, из-
меняющаяся в течение жизни толерантность, ко-
торая может быть учтена путем уменьшения 
смертности, здесь не рассматривается. 

3. Внешняя среда. Параметр состояния среды, то-
лерантность популяции к которому рассматрива-
ется, обозначим A и будем считать, что он изме-
няется во времени с постоянной скоростью: 

A(t ) = r t, 

где r — скорость изменения параметра состояния 
среды (например, град./год), предполагается задан-
ной. 

Здесь рассматривается среднемноголетний тренд 
изменения среды, соответствующий характерным 
временам эволюционных процессов популяции, ко-
торые составляет, как минимум, несколько поколе-
ний. Случайные (ежегодные) флуктуации параметра 
среды считаются несущественными, хотя они и мо-
гут быть заметно больше рассматриваемых трендов. 
Учет флуктуаций предполагается провести в даль-
нейших работах. 
4. Смертность. Сила смертности (вероятность по-

гибнуть в единицу времени) зависит только от 
параметра состояния среды (A) и толерантности 
к нему особи (a). Зависимость от возраста не 
рассматривается. Сила смертности предполагает-
ся унимодальной функцией, равной 0 в случае, 
когда толерантность особи точно соответствует 
среде ( a A= ) и возрастающей по мере отклоне-
ния a от A (см. рис. 1). 

 

Рис. 1. Зависимость силы смертности  

от толерантности 

Исходя из соображений гладкости и простоты 
интегрирования, выберем для силы смертности сле-
дующую параметризацию: 

 ( , )
m

a A
A a

d

−  =  
 

µ , (1) 

где d > 0, m >0, m — четное, коэффициенты d и m 

предполагаются заданными. 
На рис. 1 представлен график силы смертности 

со значениями параметров d = 80 и m = 2. Эти зна-
чения будут использоваться ниже при численном 
моделировании. Кроме того, на рис. 1 приведены 
вертикальные линии, отмечающие диапазон (при-
близительно от –56 до +56), в котором сила смерт-
ности меньше 0,5. 

Отсутствие в формуле (1) зависимости силы 
смертности от возраста не является принципиаль-
ным моментом для данного исследования. Числен-
ные эксперименты (которые здесь не приводятся) с 
силой смертности с дополнительным слагаемым, 
зависящим от возраста, показали результаты, анало-
гичные рассматриваемым ниже. 
5. Численность. Численность популяции постоян-

на во времени: 

0

( , , )n a t d da Nτ τ
∞ ∞

−∞

=∫ ∫ , 

где N > 0, предполагается заданным. 
6. Подобие. Рассмотрим асимптотический режим, к 

которому стремиться плотность особей n(τ,a,t) 
при t → ∞  при изменении среды с постоянной 
скоростью (см. предположение 3). Будем считать, 
что популяция «отслеживает» изменения среды, 
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так что плотность особей n(τ,a,t) остается посто-
янной относительно состояния среды в любой 
момент времени. Более формально, если плот-
ность особей в момент времени t = 0 равна 
n (τ, a, 0 ), то плотность особей при любом t оп-
ределяется сдвигом по толерантности на r t: 

 n (τ, a + r t, t ) = n (τ, a, 0 ), (2) 

т. е. представляет собой бегущую волну (со скоро-
стью r по координате a). 

Рис. 2 иллюстрирует такую динамику для ново-
рожденных (τ = 0 ) 

n (0, a + r t, t ) = n (0, a, 0 ). 

 

Рис. 2. Сдвиг плотности новорожденных 

во времени со скоростью r 

Рассмотренное предположение 6 является клю-
чевым для данной постановки. Оно позволяет свести 
задачу описания динамики популяции к поиску 
формы волны, не зависящей от времени. 
7. Рождаемость. Особь возраста τ рождает в еди-

ницу времени b(τ) новорожденных. Эта величина 
ограничена 

0 ≤ b (τ) ≤ bmax, 

где bmax >0 — предполагается заданной. 
Функция b(τ ) является неизвестной. Её поиск и 

составляет основной предмет исследования. 
8. Наследственность и Изменчивость. Распреде-

ление новорожденных по толерантности a от ро-
дителей с толерантностью ap подчиняется нор-
мальному закону 

2

2

( )

21
( , )

2

pa a

pP a a e σ

σ π

−
−

= , 

где σ — предполагается заданным. 
Обмен генами в данной постановке не предпола-

гается. 
9. Критерий оптимизации. Существование популя-

ции в изменяющихся условиях предполагает об-
новление популяции через процессы рождения и 

смерти. Рождение новых особей требует значитель-
ных ресурсов, как минимум пищевых. Таким обра-
зом, количество новорожденных может служить 
мерой эффективности стратегии размножения. 
Популяция, которая может в изменяющихся ус-

ловиях сохранять постоянную численность (успевать 
обновляться) при минимальном количестве новоро-
жденных, имеет эволюционные преимущества: 

( )
min (0, , )
b

F n a t da
τ

∞

−∞

= ∫ . 

Можно показать, что в рамках рассматриваемой 
постановки этот критерий эквивалентен критерию 
максимизации численности популяции: 

( )
0

max ( , , )
b

F n a t d da
τ

τ τ
∞ ∞

−∞

= ∫ ∫ , 

при постоянном потоке поступления пищевых ре-
сурсов С: 

1 2
0

( , , ) (0, , )c n a t d da c n a t da Cτ τ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞

+ =∫ ∫ ∫ , 

где c1 — количество пищевых ресурсов в единицу 
времени, необходимых на поддержание жизни од-
ной особи, c2 — количество пищевых ресурсов, не-
обходимых для рождения одной особи. 

2. Математическая  

постановка задачи 

Предположения 1–4, приводят к уравнению ди-
намики популяции (уравнение неразрывности): 

 ( , )
n n

A a n
t

µ
τ

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
. (3) 

Предположения 7–8, определяют граничное ус-
ловие: 
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Проинтегрировав (3) вдоль характеристики по-
лучим c учетом (2) уравнение 
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подставив которое в (4) получим для t = 0: 
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Обозначим распределение новорожденных по 
толерантности в момент времени 0: 

n0 (a) = n (0, a, 0). 

Тогда постановка задачи в окончательном виде 
состоит в поиске функций возрастной рождаемости 

b(τ ) (интегрируемой по Лебегу) и плотности ново-
рожденных n0(a ) (непрерывной), которые миними-
зируют количество новорожденных 

0
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при условиях: 
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0 ≤ b(τ) ≤ bmax, 

A(τ) = rτ, 
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Математическое исследование решения сформу-
лированной задачи в предложенной постановке 
представляет сложную задачу и пока не проведено. 
Однако можно высказать ряд предположений: 

• Решение b(τ) имеет вид: 

min

min max

max

0, ,
( ) ,

0, .
b

τ τ
τ τ τ τ

τ τ

<= ≤ ≤
 >

 

• При достаточно больших значениях параметра 
скорости изменения среды r решение не сущест-
вует: при любых допустимых значениях возрас-
тной рождаемости ( b(τ) ≤ bmax ) популяция не 
может адаптироваться к слишком быстрым изме-
нениям среды (вымирает). 

Эти предположения подкрепляются результата-
ми численных экспериментов. 

3. Результаты численного 

моделирования 

Для численного исследования поставленной за-
дачи была разработана оптимизационная модель с 
дискретным возрастом ( ,i h iττ =  [ ]0,i T∈ , Т — 

предельный возраст) и дискретной толерантно-
стью ( ,j aa h j=  [ ],j A A∈ − , при a A>  толерант-

ность предполагается равной 0). Численная мо-
дель, которая получается из аналитической оче-
видной заменой непрерывных функций на сеточ-
ные и заменой интегрирования на суммирование, 
здесь не приводится. Отметим лишь, что удобно 
выбрать ha = r hτ. 

Для формирования исходных данных оптимиза-
ционной задачи и оформления результатов решения 
использовался транслятор языка оптимизационного 
моделирования AMPL. Для поиска решения в полу-
ченной нелинейной задаче математического про-
граммирования применялся пакет Ipopt [4]. 

Ниже приведены результаты численного иссле-
дования поставленной выше задачи. Представлен-
ные результаты получены для следующих значений 
параметров: 

• ограничение рождаемости (новорожденных/год) 
bmax = 0.5; 

• дисперсия распределения новорожденных σ = 40; 
• параметры смертности d = 80, m = 2; 
• численность популяции (значение несуществен-

но) N = 10000; 
• шаг дискретизации численной модели по возрас-

ту hτ = 1, по толерантности ha = rhτ. 
На рис. 3–5 приведены графики возрастной рож-

даемости b(τ ) и возрастной силы смертности 
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полученные в результате решения оптимизационной 
задачи для различных значений скорости изменения 
среды (r). 

На Рис. 6 представлены распределения особей по 
толерантности для различных возрастов. 
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Анализ графиков (рис. 3–7) позволяет сделать 

следующие выводы: 

• Кривые смертности (рис. 3–5) имеют характер-

ный вид: смертность сначала падает, достигает 

минимума и затем возрастает. Для объяснения 

этого эффекта рассмотрим кривые распределения 

особей по толерантности для различных возрас-

тов, представленные на рис. 6. По мере увеличе-

ния возраста исходное распределение «вымира-

ет» сначала за счет быстрого уменьшения краев 

распределения (отсев нежизнеспособных в дан-

ных условиях новорожденных особей, особенно 

вне интервала –56, +56, где сила смертности  

> 0.5), а затем за счет смещения распределения 

влево из-за изменения среды с постоянной ско-

ростью r. Особи популяции (при r = 1) лучше 

всего толерантны (приспособлены) к среде в 

13 лет, так как на этот возраст приходится мини-

мум смертности. 

• Увеличение скорости изменения среды требует 

более интенсивного отбора особей, что реализу-

ется увеличением рождаемости и сокращением 

жизненного цикла особей популяции за счет 

смещения рождаемости к более ранним возрас-

там. Такие тенденции известны в популяционных 

исследованиях [2]. Примером может служить на-

блюдаемое [3] при увеличении антропогенной 

нагрузки смещение стратегии выживания от 

K-стратегии развития (с длинным жизненным 

циклом) в сторону r-стратегии (с коротким жиз-

ненным циклом). Аналогичные тенденции можно 

наблюдать и в демографии при переходе от раз-

витых стран (относительное постоянство, длин-

ный жизненный цикл, поздняя рождаемость) к 

развивающимся (быстрые изменения, более ко-

роткий жизненный цикл, ранняя рождаемость). 

• Возраст начала рождаемости находится близко к 

возрасту минимальной смертности. Этот эффект 

так же наблюдается в демографии. В предложен-

ной модели возраст начала рождаемости не-

сколько меньше возраста минимальной смертно-

сти. На первый взгляд представляется логичным 

«брать» для размножения особей, имеющих ми-

нимальную смертность, т. е. наиболее приспо-

собленных к среде в данный момент. Однако, ес-

ли принять во внимание изменение среды с по-

стоянной скоростью, становится понятным, что в 

более ранних возрастах содержится больше 

«перспективных» особей. Рассуждения поясня-

ются рис. 6. Здесь для r=1 представлены распре-

деления особей по приспособленности в возрасте 

0 (новорожденные), 9 (возраст начала рождаемо-

сти), 13 (возраст минимальной смертности) и 29 

(90 % процентов особей погибли) лет. «Перспек-

тивные» особи находятся в правой части распре-

деления, «устаревшие» — в левой. 

 

Рис. 6. Распределение особей по толерантности для различных возрастов (r = 1) 
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Заключение 

Приведенные результаты численных экспери-
ментов (функции возрастной рождаемости и смерт-
ности, различные распределения) показывают, что 
предложенная математическая модель качественно 
описывает некоторые известные эффекты: 

• кривые рождаемости и смертности качественно 
соответствуют наблюдаемым в природе, 

• увеличение скорости изменения среды приводит к 
сокращению жизненного цикла особей популяции, 
к сдвигу рождаемости в более ранние возраста, 

• возраст начала рождаемости находится близко к 
возрасту минимальной смертности. 
Однако следует упомянуть и другие результаты, 

определяющие направление дальнейших исследова-
ний. 

В первую очередь это касается добавления в оп-
тимизационные переменные параметра σ, опреде-
ляющего гауссово распределение новорожденных 
по толерантности (предположение 8). Численные 
эксперименты, которые здесь не приводятся, проде-

монстрировали контринтуитивное поведение слож-
ных систем — полученные в этом случае решения 
всегда (насколько можно употреблять это слово в 
численном моделировании) соответствуют r-стра-
тегии в чистом виде (репродуктивный период начи-
нается сразу после рождения). В дальнейших иссле-
дованиях предполагается разрешить это противоре-
чие путем модификации модели, например, более 
«правдоподобного» описания динамики внешней 
среды, учитывающего случайные флуктуации (пред-
положение 3). 
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