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Аннотация. Работа посвящена задаче построения нелинейного гладкого стабилизирующего 

регулятора для одного класса систем управления, где коэффициенты являются слабо 

нелинейными функциями состояния, что выражается в наличии в правой части уравнений 

динамики системы так называемого малого параметра. Предложен алгоритм 

конструирования регулятора, позволяющий строить его в численно-аналитической 

форме, что существенно снижает вычислительные затраты. 
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  Введение
*
 

Проблеме исследования устойчивости в нелиней-
ных системах и синтеза нелинейного стабилизирую-
щего управления уделено в литературе достаточно 
много внимания в связи с ее актуальностью. Вследст-
вие различных типов нелинейности и имеющейся не-
определенности возникают и различные подходы к 
построению стабилизирующих законов обратной свя-
зи, рациональные с той или иной точки зрения [1–4]. 

С середины 90-х годов прошлого века активно 
развиваются [3, 4] исследования в области уравне-
ний Риккати с зависящими от состояния коэффици-
ентами (SDRE — State Depended Riccati Equation). 
Развитие и применение этой техники позволяет по-
лучить достаточно общую методологию для по-
строения субоптимальных гладких нелинейных ре-
гуляторов для нелинейных систем, коэффициенты 
которых также зависят от состояния (SDC — State 
Dependent Coefficients). Синтезированные регулято-
ры способны сколь угодно точно компенсировать 
нелинейности управляемой системы с помощью 
численного решения SDRE, могут строиться с уче-
том ограничений на управление [5] и состояние сис-
темы [6]. Однако, существенным вопросом здесь 
является компромисс между точностью решения и 
вычислительной сложностью метода. 

Данная работа посвящена задаче построения ста-
билизирующего регулятора для одного класса систем 
управления, где коэффициенты являются слабо нели-
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нейными функциями состояния, что выражается в 
наличии в правой части уравнений динамики системы 
так называемого малого параметра. При рассмотрении 
задач с возмущениями, которые могут быть формали-
зованы с помощью введения малого параметра, есте-
ственно используются асимптотические методы, сре-
ди которых методы регулярных возмущений (библ. 
см. в [7]), методы пограничного слоя (cм. [8–11]) и 
методы усреднения. Последние ориентированы на 
колебательные системы (в том числе и с быстро ос-
циллирующими коэффициентами), и здесь отметим 
работы [7, 12, 13], где рассматривались задачи опти-
мального управления с ограничениями на управление 
и при этом основное внимание уделялось построению 
субоптимальных программных конструкций. 

Новизной работы является подход к построению 
нелинейного регулятора в численно-аналитической 
форме, что особенно актуально при построении ста-
билизирующих регуляторов в нелинейных задачах c 
коэффициентами, зависящими от состояния. В по-
следних задачах традиционные подходы построения 
приближенного синтеза связаны с необходимостью 
применения поточечного вычисления в пространстве 
состояний, интерполяционных процедур на получен-
ной сетке, а также проведения различных символь-
ных вычислений, что в реальных задачах может по-
требовать больших вычислительных ресурсов. 

1. Постановка задачи 

Будем рассматривать управляемую систему на 
полуоси с линейно входящим управлением, где ко-
эффициенты могут быть зависимыми от состояния 
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где 0 1, ( ) n nA A x ×∈ℝ  и 0 1, ( ) n rB B x ×∈ℝ  и при этом 

все элементы 1A  и 1B  достаточно гладкие функции 

своих аргументов, X  — некоторое ограниченное 
множество пространства состояний системы. 

Требуется построить такое управление ( , )u x ε  

для некоторой области изменения ε , что траектория 
замкнутой системы (1.1) будет асимптотически 
стремиться к нулю, т. е. 0x →  при t → ∞ . 

2. Конструирование регулятора 

в слабо возмущенной 

нелинейной системе 

Произвольная нелинейная по состоянию и линейная 
по управлению система может быть представлена [4] 
бесчисленным числом систем вида (1.1). 

Далее будем рассматривать те представления, 
которые удовлетворяют ряду требований. 

I. Пусть 1 1( ), ( )A x B x  равномерно ограничены по 

x и в области { ,0 ,0 }oG x X tε ε ε= ∈ ≤ < ∞ < ≤ , где 

oε  — некоторое достаточно малое положительное 

число. 
Будем рассматривать два вида управления, пер-

вый линейный — 

 0 0( ) ,u x L x=  (2.1) 

а второй, квазилинейный — 

 1 0 1( , ) ( ( ))u x L L x xε ε= + , (2.2) 

где 0L , 1( )L x  — некоторые постоянная и перемен-

ная матрицы соответственно. 
Замкнутая система (1.1) вдоль управления 

1( , )u x ε  имеет вид 

0 1[ ( , ) ( , )( ( )] ( , )
dx

A x x B x L L x x F x x
dt

ε ε ε ε= + + = , 

 0(0)x x= . (2.3) 

Далее займемся построением алгоритма опреде-
ления матриц, входящих в регулятор (2.2). 

Сначала на матрицы 0 0,A B  наложим условие 

управляемости, т. е. потребуем, чтобы выполнялось 
условие 

II. 1
0 0 0 0 0, , , .nrank B A B A B n−  = …  (2.4) 

Теперь конкретизируем выбор матрицы 0Q . 

Пусть положительно полуопределенная матрица
 0Q

 
подбирается так, что пара постоянных матриц 

1

2
0 0{ , }A Q  будет являться наблюдаемой парой, т. е. 

будет
 
выполняется ранговый критерий
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12 2 2
0 00 0 0, , , .nrank Q A Q A Q n−

 
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…   

Нетрудно видеть, что такой подбор 0Q  приво-

дит нас в нулевом приближении ( 0ε = ) к вариаци-
онной трактовке главной части конструируемого 
стабилизирующего регулятора, а именно, этот регу-
лятор можно определять, задавая еще одну посто-
янную положительно определенную матрицу 

0
r rR ×∈ℝ  и решая следующую задачу оптимальной 

стабилизации 
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Решение этой классической задачи имеет вид 
1

0 0 0( ) Tu x R B K x−= − , где матрица 0K  есть положи-

тельное определенное решение матричного алгеб-
раического уравнения Риккати 

 0 0 0 0 0 0 0 0 0,TK A A K K S K Q− − + − =  (2.6) 

в котором 1
0 0 0 0

TS B R B−= . Тогда в замкнутой систе-

ме для задачи (2.6) 

0 0 0( )
dx

A S K x
dt

= −  

при условиях II, III нулевое положение равновесия 
является асимптотически устойчивым по Ляпунову, 
так как 0 0 0Re ( ) 0A S Kλ − < . 

Итак, полагая 

 1
0 0 0 0

TL R B K−= − , (2.7) 

мы получаем дополнительно вариационную трак-
товку для регулятора 0 ( )u x из (2.1). 

Рассуждая аналогично при выборе матрицы 

1( )L x , которая, с одной стороны, должна выбирать-

ся из стремления учесть возмущения 1 1( ), ( )A x B x  в 

коэффициентах системы, а с другой — придать этой 
поправке некоторый рациональный смысл, будем 
выбирать 1( )L x  так, чтобы итоговый регулятор (2.2) 

был формально оптимальным в следующей задаче 
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где матрицы ( , )Q x ε  и ( , )R x ε  строятся специаль-

ным образом. 
Предлагаемый здесь алгоритм построения стаби-

лизирующего управления в задаче (1.1) переклика-
ется с подходом SDRE, в котором предполагается, 
что в линейно-квадратичной задаче построения оп-
тимального линейного синтеза коэффициенты могут 
зависеть от переменных состояния и поэтому в ряде 
случаев возможно сохранение алгоритма построе-
ния оптимального синтеза путем рассмотрения со-
ответствующего алгебраического уравнения Рикка-
ти, где матрицы коэффициентов также зависят от 
переменных состояния. 

Такой подход в последние годы развивался мно-
гими авторами (библ. см. в [4], а также в [1, 2]), при-
вел к расширению области применения теории Кал-
мана—Летова—Лурье [15] и позволил построить 
новые нелинейные робастные регуляторы на основе 
решения SDRE. 

Будем искать стабилизирующий регулятор в за-
даче (2.8) на основе формального решения матрич-
ного алгебраического уравнения Риккати 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,

TK x A x A x K x

K x S x K x Q x

ε ε ε ε
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− − +
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где 

1( , ) ( , ) ( , ) ( , )TS x B x R x B xε ε ε ε−= , 

 0 1( , ) ( ),A x A A xε ε= +  0 1( , ) ( )B x B B xε ε= + , 

и матрицы ,R Q  должны подбираться так, чтобы при 

каждом x X∈  и 0ε >  уравнение (2.9) имело реше-
ние — положительно определенную матрицу 

( , )K x ε . Уравнение (2.9) связано с условиями опти-

мальности в задаче 4, но мы здесь его используем 
как эвристическую конструкцию. Формально опти-
мальный регулятор в (2.8) можно искать [4] в виде 

 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )Tu x R x B x K xε ε ε ε−= − . (2.10) 

При 0ε =  из (2.10) получается матричное урав-
нение Риккати, которое в условиях II, III имеет по-
ложительно определенное решение 0 0K > . Считая, 

что 0( , ) 0R x Rε = >  — постоянная матрица, а 

 0 1( )Q Q Q xε= + +… , (2.11) 

где слагаемые в (2.11), вообще говоря, положитель-
но полуопределенные матрицы, будем искать мат-

рицу коэффициентов усиления ( , )K x ε  в виде пер-

вых двух членов формального ряда по 0ε >  

 0 1( , ) ( )K x K K xε ε= + . (2.12) 

Подставляя (2.12) в (2.9) и учитывая (1.1), полу-
чаем в силу специфики оператора в (2.9) конечное 
разложение 
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  (2.13) 

Приравнивая в (2.13) члены при одинаковых сте-
пенях ε  нулю, получим систему матричных урав-
нений для определения членов в (2.12) 

 0
0 0 0 0 0 0 0 0: 0,TK A A K K S K Qε − − + − =  (2.14) 

1
1 0 0 0 0 0 0 1 1: ( ) ( ) 2 ( ) 0.TK A S K A S K K Q x− − − − − =ε  

  (2.15) 

где 1
0 0 0

TS B R B−= , а 1( )Q x  имеет вид 
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Так как спектр постоянной матрицы 0 0 0A S K−  

находится в левой полуплоскости, то из (2.15) един-
ственным образом будет находиться 1( ) 0K x > , если 

матрица 1( )Q x , являющаяся функцией известных 

величин, при каждом x X∈  будет положительно 
определенной. 

Итак, введем условие 
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IV. Матрица 1( )Q x >0 при каждом x X∈ . 

Рассмотрим симметрические матрицы 
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 (2.17) 

Отметим, что 4 ( ) 0Q x ≥ , а знакоопределенность 

2 3( ), ( )Q x Q x  не гарантируется. 

Очевидно, теперь имеет место 

Теорема 1. Если выполняются условия II–IV, 
положительно определенные матрицы 0 1, ( )K K x

являются решениями уравнений (2.14)–(2.13), 
где 1( ) 0Q x >  определяется из (2.16), а матрицы 

, 2,3,4iQ i = определяются из (2.17), тогда (2.12) 

является единственным положительно опреде-
ленным решением (2.13) в X  при 0ε > . 

Заметим, что матрицы в (2.17) симметрические. 
Поэтому при достаточно малых 0ε >

 
матрица

 
4

0

( , ) i
i

i

Q x Qε ε
=

= ∑  будет положительно определен-

ной, т. к.
 0 10, ( ) 0Q Q x≥ > . 

Введем условие 

V. Пары матриц 

{ }( , ), ( , )A x B xε ε  и { }( , ), ( , )A x Q xε ε  

управляемы и наблюдаемы соответственно при каж-
дом x X∈ . 

Теперь при условиях I – V можно воспользовать-
ся результатами работы [16], согласно которым име-
ет место локальная асимптотическая устойчивость в 
замкнутой системе (1.1), (2.10), (2.12). Итак, имеет 
место 

Теорема 2. При условиях I – V в системе (1.1) 
управление (2.10), (2.12) обеспечивает локаль-
ную асимптотическую устойчивость тривиально-
го положения равновесия. 

Замечание 1. Если Q1(x) имеет аналитическое 
представление, тогда появляется возможность 
получения приближенной аналитической зави-

симости регулятора u(x) от переменных состоя-
ния, что резко уменьшает объем вычислений по 
сравнению с применением традиционных интер-
поляционных процедур, которые используют 
сетку в пространстве состояний [4]. 

Если 1( )Q x , задаваемая (2.16), является положи-

тельно определенной матрицей при каждом x X∈ , 
то имеет место [17], следующее аналитическое вы-
ражение 

fin

fin

1

T
0 0 0 1 0 0 0

0

( )

lim 2 exp(( ) ) ( )exp(( ) ) .
T

T

K x

A S K Q x A S K d
→∞

=

= − −∫ σ σ σ
 

  (2.18) 

Таким образом, получен следующий аналитико-
численный алгоритм построения нелинейного 
управления вида (2.10), (2.12) для системы (1.1): 
 1) Задаем постоянную положительно полуопреде-

ленную матрицу 0Q , проверяем условия II, III. 

 2) Находим положительно определенное решение

 
0K

 
матричного уравнения (2.6).

 
 3) Подбираем, если это возможно, матрицу R > 0 

так, чтобы матрица 

( ) ( )1 0 1 10 0 1 10 0 0( ) ( ) ( )
T

Q x K A x S K A x S K K= − − − −

 являлась положительно определенной. 
 4) На основе представления (2.18)

 

находим сколь 
угодно точное значение 1( )K x . 

 5) Используя формулы (2.11), (2.16), (2.17), вычис-
ляем и проверяем условие V. 

 6) Искомое стабилизирующее управление имеет 
вид (2.10), (2.12). 

Замечание 2. В общем случае, не задавая 
, 2,3,4iQ i =  по формулам (2.16)–(2.17), можно, 

как
 
обычно, в асимптотическом анализе, устано-

вить существование точного положительно опре-
деленного решения матричного уравнения (2.9) в 
окрестности 0 1( ) 0K K xε+ >

 
и установить оценку 

асимптотического представления (2.12) вида 

2
0 1( , ) ( ( )) ( ),K x K K x Oε ε ε− + =  

используя вариант метода последовательных при-
ближений нахождения неявной функции [18]. 

3. Численный эксперимент 

Рассмотрим построение регулятора в слабо не-
линейной системе 
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( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2
1 2 1

2 22 2
1 2 1 2 1 2 2 1 2

2 1 2
2 1 2

( , ) ( , ) , 0 1,

0.6 7.2 0.27 0.9 17.07 1.71
( , ) ,

0.29 4 39.21 0.09 0.87

0
( , ) ,  = - 2,  = 1.

2

dx
A x x B x u

dt

x t x t x t
A x

a b x t x t x t x t b x t x t

B x a b
b x t x t

ε ε ε

ε ε
ε

ε ε

ε
ε

= + < <<

 − − − + − −
 =  + + + + + +  

 
=  + + 

 

 

Как уже отмечалось, для систем размерности два и 

более существует бесконечное число способов пред- 

ставления в виде (1.1). Пусть рассматриваемая систе-

ма имеет следующие элементы этого представления 

 

 

 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

20 0 1
1 2 1 2

2 2 2
1 2 1

2 21 2 2
2 1 2 1 2 2 1 2

00 0.9 0
, , ( ) ,

0 2

0.6 7.2 0.27 17.07 1.71
( ) .

0.29 4 39.21 0.09 0.87

A B B x
a b x t x t

x t x t x t
A x

b x t x t x t x t b x t x t

    = = =      +    

 − − − − −
=  

+ + + + +  

 (3.1) 

Поскольку формально считаем, что 0 1ε< << , при 

синтезе управления (2.12) ограничимся лишь первыми 

членами разложения (2.13), а именно — (2.14) и 

(2.15). При этом 1( )Q x
 
будем находить из (2.16). 

Положим 

 0
1 0

, 2
0 1

Q R = =  
. (3.2) 

Тогда решая численно (2.6) и учитывая (3.1) и 

(3.2), находим 0K  

 0
1.942 0.293

0
0.293 0.874

K  = >  
. (3,3) 

Из (2.16) имеем 

 ( )( ) ( )
( )

2
2

1 2
1

5 1
0

1 10

x t
Q x t

x t

 +
= > 

+  
. (3.4) 

Теперь, используя (2.18), получаем численную 

процедуру для сколь угодно точного вычисления 

матрицы 1K , обращающей член при 1ε  из (2.13), 

т. е. (2.15), в тождественный нуль. В качестве верх-

него предела несобственного интеграла в (2.18) ис-

пользовалось время fin 100 cT = . На рисунке 1 пред-

ставлены переходные процессы для замкнутых сис-

тем (1.1), (3.1), (2.10), (2.12) для двух управляющих 

воздействий: линейного управления 0u (х) (коорди-

наты 
0 0

1 2,u ux x ) и нелинейного управления 1( )u x  с 

1( )K x  (координаты 
1 1

1 2,u ux x ), вычисляемого с по-

мощью (2.18), (3.4). Начальные условия и параметр 

задавались следующим образом: 

0 0 1 1
1 2 1 2 1, 0.1.u u u ux x x x ε= = = = =  

Как видно, оба построенных управления являют-

ся стабилизирующими. При этом управление 1u  

благодаря учету нелинейностей в исходной системе 

показывает лучшее качество переходных процессов. 

На рис. 2 представлены переходные процессы 

системы (1.1), (3.1) с параметром 1ε =  и теми же 

управлениями 0u  и 1u , а также при наличии адди-

тивных возмущений 
sin(10 ) 0

 
0 cos(15 )

t
t

⋅ 
⋅  

 в коэф-

фициентах матрицы 1( )A x . 

Очевидно, что работоспособность нелинейного 

управления 1u , построенного с помощью предло-

женного подхода, сохраняется и в этом случае, т. е. 

когда параметр ε  равен единице и присутствуют 

аддитивные возмущения в коэффициентах матрицы 

исходной системы. Кроме того, превосходство 1u  

над 0u  в качестве переходных процессов стало еще  
 

 

Рис. 1. Переходные процессы систем 
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Рис. 2. Переходные процессы систем при наличии 

возмущений в 1( )A x и 1ε =  

заметнее: 
1 1

1 2,u ux x  обладают в два с лишним раза 

меньшим перерегулированием и значительно мень-

шим временем вхождения в окрестность положения 

равновесия по сравнению с 
0 0

1 2,u ux x . Отметим так-

же, что оба регулятора обладают робастностью по 

отношению к указанным возмущениям. 

Заключение 

В работе предложен подход к построению нели-

нейного гладкого стабилизирующего управления для 

одного класса нелинейных систем, где коэффициенты 

являются слабо нелинейными функциями состояния. 

Предложенная техника базируется на выделение в 

системе малого параметра в правых частях уравнения 

динамики исходной системы и приближенном реше-

нии уравнения Риккати с зависящими от состояния 

коэффициентами. Получены численно-аналитической 

форма для синтеза регулятора и условия локальной 

асимптотической устойчивости соответствующей 

замкнутой системы. Проведенное численное модели-

рование демонстрирует работоспособность и эффек-

тивность предложенного подхода. 
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