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Введение* 

Работа посвящена разработке основ общей тео-
рии игр [1–14] и, в особенности, — основ нового 
направления [7] этой общей теории, названного кон-
фликтными задачами с побочными интересами. 

В данной работе для игр с побочными интереса-
ми участников предлагается ряд новых понятий 
равновесия (не вносящих в игру каких-либо искус-
ственно навязываемых участникам норм поведения). 
В общую теорию конфликтных равновесий эти но-
вые равновесия вводят специфические понятия сла-
бой конфликтной устойчивости, поскольку в них 
любой попытке участника (или участников) улуч-
шить свое состояние ставится в соответствие не ка-
кая-либо угроза, а всего лишь требование, чтобы 
исходное состояние оставалось паретовским по от-
ношению к тем или иным противопоставляемым 
ему состояниям. При дефиците понятий равновесия 
в общей теории конфликтных равновесий [1–14] 
оказывается возможной неединственность решения 
конфликтных задач даже в отсутствие какой-либо 
симметрии в них. Предлагаемые же естественные 
ослабленные равновесия позволяют заполнить бре-
ши между уже известными конфликтными равнове-
сиями [1–14], предоставляя, к примеру, возможность 
выбора более предпочтительной для участников (по 
крайней мере, с точки зрения паретовских качеств) 
ситуации из двух или нескольких ситуаций, нераз-
личимых с позиций уже известных понятий кон-
фликтных равновесий. 

                                                           
 * Работа поддержана Программой фундаментальных исследо-

ваний ОНИТ РАН «Интеллектуальные информационные тех-
нологии, системный анализ и автоматизация» и РФФИ, проект 
№ 12-01-00961-а. 

Демонстрируется, что теорию задач с побочными 
интересами участников (или, другими словами — 
задач с частично пересекающимися игровыми мно-
жествами) удается строить, дополняя общую теорию 
конфликтных равновесий [1–6, 8–12], построенную 
для задач на едином для всех участников игровом 
множестве, рядом новых понятий конфликтного 
равновесия и оптимальности и специфическими по-
нятиями сильных угроз [7, 13, 14], необходимыми в 
связи с особой спецификой задач на пересекающихся 
игровых множествах, в которых оказывается воз-
можной пустота наислабейшего �-равновесия, всегда 
существующего и являющегося гарантией существо-
вания решения в любых традиционных задачах на 
едином для всех участников игровом множестве. 

Заметим, что теория [8–12] позволила не только 
разрешить большую часть проблем классической 
теории игр [1–6] — существование, единственность 
и устойчивость решения в любых бескоалиционных, 
коалиционных, кооперативных, антагонистических, 
как статических, так и динамических играх, рассмат-
ривавшихся на едином для всех участников игровом 
множестве, но позволила также при не очень зна-
чительном своем усложнении решать по существу 
совершенно не изученные задачи с частично пере-
секающимися игровыми множествами участников 
[7, 10, 13]. 

1. Особенности игровых задач 

с побочными интересами участников 

В [7, 10, 11, 13] были сделаны первые попытки 
построения общей теории неизученных конфликт-
ных задач, в которых платежные функции опреде-
лены не на едином для всех участников игровом 
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множестве, а на их индивидуальных множествах, 
лишь частично пересекающихся с игровыми множе-
ствами других участников. Подобная постановка 
задачи моделирует, в частности, реально наблюдае-
мую картину, когда у каждого из участников произ-
вольного конфликта имеются еще и побочные инте-
ресы (например, дополнительные доходы), которые 
явно не связаны с областью конфликта. Проведен-
ное исследование показало, что суммарный доход 
каждого участника, слагающийся из доходов, полу-
чаемых им как в зоне конфликта, так и вне ее, может 
существенно зависеть от поведения участников как 
в зоне конфликта, так и вне ее. 

Существенной, усложняющей поиск решения, 
особеностью подобных задач является то, что в них 
множество �, к сожалению, может оказываться пус-
тым. Чтобы преодолеть эту неприятность, потребо-
валось как соответствующее (весьма естественное) 
обобщение этого множества, так и некоторые допол-
нительные понятия оптимальности и равновесности, 
оказавшиеся весьма полезными не только для задач с 
пересекающимися игровыми множествами участни-
ков, но и для любых задач. Это расширило возмож-
ности поиска единственного наисильнейшего равно-
весия. Исходным понятием для построения любых 
систем конфликтных равновесий в задачах с побоч-
ными интересами (т. е. на пересекающихся игровых 
множествах) служит введенное обобщенное понятие �-равновесия, учитывающее разные типы угроз. 

Понятно, что в конфликтных задачах, обладаю-
щих какой-либо явной или скрытой симметрией, 
даже теоретически нет оснований надеяться на су-
ществование единственного решения. Однако любая 
сколько-нибудь асимметричная задача должна 
иметь единственное решение. И если в асимметрич-
ной задаче найти единственное наисильнейшее рав-
новесие не удается, то это безусловное указание на 
то, что число используемых при поиске решения 
понятий равновесия недостаточно, чтобы выявить 
среди них это единственное наисильнейшее равно-
весие. Предлагаемые новые понятия равновесия — 
это еще шаг к решению этой проблемы. 

Подчеркнем, что каждый из участников получает 
доходы только на своем индивидуальном игровом 
множестве (поле деятельности), которое лишь час-
тично пересекается с игровыми множествами дру-
гих участников. Явные конфликтные ситуации воз-
никают лишь на пересечениях игровых множеств 
участников (и коалиций из них), а на не пересекаю-
щихся частях своих индифидуальных игровых мно-
жеств участники получают доходы, которые мы на-
зываем побочными. Причем эти побочные доходы 
оказываются все же косвенно зависимыми от пове-
дения других участников. 

Допускается образование любых коалиций, но 
всегда наиболее предпочтительной для всех участ-

ников все же оказывается кооперация, общий дохов 
в которой делится между участниками в зависимо-
сти от реализующихся состояний конфликтного 
равновесия. 

Заметим, что необходимость введения понятия 
сильных угроз явилась следствием наличия побоч-
ных доходов у участников, причем оказалось, что 
побочные доходы могут существенно влиять на по-
ведение участников в зоне конфликта. 

Поскольку в классической теории игр изучались 
только задачи на общем для всех участников игро-
вом множестве и не рассматривались задачи с по-
бочными интересами участников, то сначала в эле-
ментарной форме на простейшем наглядном приме-
ре рассмотрим присущие подобным задачам осо-
бенности. 

Пусть каждый из двух предпринимателей ведет 
свой бизнес в разных областях экономики: первый, 
например, получает доходы от нефтяного и тури-
стического бизнеса, а второй — от нефтяного, авто-
мобильного и текcтильного бизнеса. И пусть, ради 
упрощения, у первого из них имеются всего две 
стратегии поведения, а у второго — три. Следую-
щие две матрицы назовем платежными функциями 
(или функционалами) участников: 

�� = �1 2 ⋅⋅ 3 4� , �� = �7 4 ⋅3 ⋅ 5�. 
Стратегия перового участника — это выбор им 

одной из двух строк в своей платежной функции ��, 
а стратегия второго участника — выбор им одного 
из трех столбцов своей платежной матрицы ��. Если, 
например, первый выбирает первую строку, а вто-
рой — второй столбец, то первый получает доход в 
размере 2 (например, 2 миллиона рублей), а второй — 
доход 4 (4 миллиона рублей). Если же первый уча-
стник выбирает первую строку, а второй — третий 
столбец, то участники ничего не получают и игра в 
этом случае считается несостоявшейся (подобные 
игры нередко называют играми с запрещенными 
ситуациями, т. е. ситуация ��� в рассматриваемой 
игре по существу не является игровой и как бы не 
существует). И наконец, если первый игрок выбира-
ет вторую строку, а второй игрок — второй столбец, 
то первый игрок выигрывает 3, а второй ничего не 
получает (т. е. как бы оказывается вне игры). Эта 
последняя ситуация как раз и отличает игры с по-
бочными интересами от классических игр на едином 
для всех игроков множестве и потребовала введения 
нового понятия — сильных угроз [7, 10, 11, 13]. 

Чтобы пояснить смысл сильной угрозы, рассмот-
рим, к примеру, ситуацию ���, в которой первый 
игрок имеет возможность получить выигрыш, рав-
ный 2. Однако если его этот выигрыш не устраива-
ет, то он, в принципе, имеет возможность улучшить 
его, например, отказавшись от первой стратегии, 
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при которой эта ситуация реализуется, и выбрать 
свою вторую стратегию, которая (при неизменности 
второй стратегии второго игрока) привела бы игру в 
ситуацию ���, в которой выигрыш первого игрока 
стал бы равным 3 (т. е. больше, чем в ситуации ���). 
Однако, если бы первый игрок именно так и посту-
пил, то у второго игрока имеется право сделать от-
ветный ход из ситуации ��� в любую из ситуаций 
второй строки, например, в ситуацию ���, в которой 
второй игрок получил бы выигрыш 3, а первый ока-
зался бы вне игры (в отмеченой точкой ситуации ��� 
на платежной матрице �� первого игрока). Т. е. по-
добна (сильная) угроза выводит партнера из игры 
при положительном выигрыше угрожающего участ-
ника (в данном случае — второго игрока), приме-
няющего эте угрозу. Эти сильные угрозы возможны 
только в играх с побочными интересами участников 
и невозможны в классических играх на общем для 
игровов игровом поле (поскольку в играх на едином 
для всех игроков множестве могут быть запрещен-
ные ситуации только одновременно для всех участ-
ников и невозможна описанная ситуация). 

Слабые же угрозы возможны в любых играх. 
Суть этих угроз ясна из следующего рассмотрения 
этого примера. Если второй участник не согласен с 
ситуацией ���, в которой его выигрыш равен 4, то 
он имеет возможность заменить свою вторую стра-
тегию на первую, перейдя в ситуацию ���, в которой 
его выигрыш равен 7. Однако первый имеет воз-
можность наказать его, не считаясь с тем, что сам он 
при этом получит (в связи с чем эти стратегии нака-
зания и были названы слабыми [7–14]), переведя 
игру в ситуацию ���, в которой выигрыш второго 
снижается до значения 3, т. е. до значения, не боль-
шего, чем в исходной ситуации ��� (заметим, что 
если бы и в ситуации ��� тоже стояло число 4, рав-
ное значению в исходной ситуации ���, то эта угро-
за считалась бы реальной, поскольку угроза предпо-
лагает, что сопернику не удастся получить больше, 
чем в исходной ситуациии). 

Отметим, что явный конфликт между участни-
ками имеет место только на пересечении матриц �� ∩ ��, т. е. в трех ситуациях ���, ���, ���), в которых 
доходы обоих участников одновременно не являют-
ся пустыми и задаются матрицами 

��� = �1 2 ⋅⋅ ⋅ 4� , ��� = �7 4 ⋅⋅ ⋅ 5�. 
Однако отсюда вовсе не следует, что конфликт в 

исходной игре может быть разрешен только из рас-
смотрения этих последних платежных матриц, по-
скольку решающую роль имеют именно сильные 
угрозы (и участников ничто не остановит против их 
использования), в то время как конфликтное равно-
весие для матриц ��� возможно всего лишь в классе 
слабых угроз. 

2. Новые равновесия для задач 

с побочными интересами участников 

Чтобы не загромождать изложение весьма гро-
моздкими деталями, связанными с возможными 
коалиционными объединениями � участников и 
упростить понимание предлагаемых новых ���-, �� ��- и ряда других понятий равновесия, вводимых 
нами для задач с побочными интересами участни-
ков, ограничимся следующим допущением. 

Допущение 1. Пусть �� , � = 1, … , �, — метри-
ческие пространства и � = �� × … × �"; #� — 
компактные множества в пространстве �, при-
чем # = #� ∩ … ∩ #" ≠ ∅, а #& = #� ∪ … ∪ #"; и 
пусть на множестве #� определена непрерывная 
функция (функционал) ��()), � = 1, … , �; ) = = ()�, … , )"), )� = )�, … , )�+�, )�,�, … , )"; #� — 
суммарное игровое множество всех участников, 
кроме �-го; �� — суммарная платежная функция 
всех игроков, кроме �-го. 

�-й участник имеет возможность выбирать свою 
стратегию )� из проекции -./0#& множества #& на 

пространство ��  или из сечения #&()�) и стремится 
обеспечить максимум своей платежной функции 
(функционала) ��()), определенной лишь на его ин-
дивидуальном игровом множестве #� ⊆ �. Интересы 
одновременно всех игроков явно сталкиваются толь-
ко на множестве #, а на множестве #� ∖ (#� ∩ #�) �-й 
участник имеет свои побочные доходы, не связан-
ные явно с бизнесом на множестве #�. Как показы-
вается ниже на примерах, побочные доходы любого 
участника могут оказывать существенное влияние 
на его суммарные личные доходы и на его совмест-
ный бизнес с другими участнками. 

Приведем придварительно следующие 5 понятий 
равновесия из [7], без которых невозможно понима-
ние предлагаемых на их основе новых, более силь-
ных понятий равновесия. 

Исходным понятием для построения любых сис-
тем конфликтных равновесий в задачах, в которых �-й игрок ищет максимум своей платежной функции �� на своем индивидуальном игровом множестве #� ⊆ �, имеющем непустое пересечение # с анало-
гичным суммарным игровым множеством #� осталь-
ных участников, максимизирующих свою совмест-
ную платежную функция ��, служит следующее 
обобщение понятия �-равновесия. 

Определение 1. Точку (ситуацию) )∗ ∈ #� назо-
вем ��-экстремальной для �-го участника, если 
при заданной стратегии )∗� остальных участни-
ков допустимой для �-го игрока оказывается 
только одна стратегия )�∗ = #�()∗�) или если лю-
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бой стратегии )� ∈ #�()∗�) ∖ )�∗ �-го участника 
можно поставить в соответствие по крайней мере 
одну допустимую стратегию )5� остальных уча-
стников, такую, чтобы имело место следующее 
отношение: 

 ��()� , )5�) ≤ ��()∗), )5� ∈ #�()�) (1)

(этот случай назовем задачей 1-го типа); 
или такую, чтобы имело место отношение  

 ��()� , )5�) ≤ ��()∗), )5� ∈ #&()�) (2)

(этот случай назовем задачей типа 2, которая от-
личается от задачи типа 1 тем, что в ней, помимо 
угроз )5�, используемых в (1), допускаются еще и 
(«сильные») угрозы на множестве #&()�) ∖ #�()�), 
на котором угрожающая коалиция из � − 1-й 
игроков получает доход, а �-игрок ничего не по-
лучает); 
или если любой стратегии )� ∈ #()∗�) ∖ )�∗ �-го 
участника можно поставить в соответствие по 
крайней мере одну допустимую стратегию )5� ос-
тальных участников, такую, чтобы имело место 
отношение:  

 ��()� , )5�) ≤ ��()∗), )5� ∈ #()�) (3)

(этот случай назовем задачей 3-го типа, характе-
ризующейся тем, что в данном случае рассмат-
ривается вспомогательная игра только на пересе-
чении # всех множеств #�). 
Ситуацию )∗ назовем ситуацией �-равновесия в 

задаче, соответственно, 1-го, 2-го или 3-го типа, ес-
ли условия, соответственно, (1), (2) или (3) удовле-
творяются в точке )∗ ∈ # для всех � = 1, … , �, т. е. 
если )∗ ∈ �� ∩ … ∩ �" = �. 

Замечание 1. Из определения 1 следует, что в 
задачах 1-го и 3-го типа угрозы естественные 
(слабые), а в задаче 2-го типа — сильные, «сила» 
которых проявляется в том, что в игровых зада-
чах на частично пересекающихся игровых мно-
жествах угрожающая �-му игроку коалиция име-
ет возможность реализовывать свои угрозы не 
только в сечениях #�()�) игрового множества #� �-го участника, но и в более широких сечениях #&()�) ⊇ #�()�), в которых эта коалиция имеет 
совместный доход, а наказуемый �-й участник 
ничего не получает. 

Поскольку в задачах с частично пересекающи-
мися интересами участников множество � может 
оказаться пустым (за исключением задачи 3-го ти-
па), то это вынуждает искать какое-то еще более 
слабое равновесие, которое было бы непустым и в 
какой-то мере заменило собой �-равновесие. В свя-
зи с этим введем следующие определения 2–5 поня-

тий оптимальности (равновесия), ослабляющие тре-
бования (1), (2). 

Определение 2. Ситуацию )9 ∈ #�  назовем -�9-
экстремальной, если при любой попытке )� ∈ #�()�9) ∖ )�9 �-го участника увеличить свой 
выигрыш по отношению к выигрышу в ситуации )9 за счет перехода из нее в более выгодную си-
туацию )� окажется, что ситуация )9 является 
«индивидуально паретовской» [8, с.145], т. е. точ-
кой Парето (на множестве ��(#�) × … × �"(#")) 
по отношению хотя бы к одной из точек сечения #&()�). Ситуацию )9 назовем -9-оптимальной 
(или -9-равновесием), если она -�9-экстремальна 
для всех � = 1, … �. 

В задачах с частично пересекающимися интере-
сами участников в случае, когда множество � ока-
зывается пустым, на его роль может претендовать 
множество -9  или же нижеследующие его усиления, 
даваемые определениями 3–5. 

Следующее определение является некоторым 
усилением предыдущего, отличаясь от последнего 
тем, что в нем оптимальность по Парето имеет ме-
сто не по отношению к какой-либо точке сечения #&()�), а по отношению к какой-либо точке сечения #�()�) (⊂ #&()�)). 

Определение 3. Ситуацию )� ∈ #� назовем -��-
экстремальной, если при любой попытке )� ∈ #�();�) ∖ )�� �-го участника увеличить свой 
выигрыш по отношению к выигрышу в ситуации )� за счет перехода из нее в более выгодную си-
туацию )� окажется, что ситуация )� является 
точкой Парето по отношению хотя бы к одной 
из точек сечения #�()�). Ситуацию )� назовем -�-оптимальной (или -�-равновесием), если она -��-экстремальна для � = 1, … �. 

Следующее определение является некоторым 
усилением предыдущего. 

Определение 4. Ситуацию )� ∈ #� назовем -���-
экстремальной, если при любой попытке )� ∈ #�()��) ∖ )�� �-го участника увеличить свой 
выигрыш по отношению к выигрышу в ситуации )� за счет перехода из нее в более выгодную си-
туацию )� окажется, что ситуация )� является 
точкой Парето по отношению ко всем точкам 
сечения #�()�). Ситуацию )� назовем -� �-опти-
мальной (или -� �-равновесием), если она -���-экс-
тремальна для � = 1, … �. 
Следующее определение является усилением 

предыдущего. 

Определение 5. Ситуацию )9 ∈ #�  назовем -��9-
экстремальной, если при любой попытке 
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)� ∈ #�()�9) ∖ )�9 �-го участника увеличить свой 
выигрыш по отношению к выигрышу в ситуации )9 за счет перехода из нее в более выгодную си-
туацию )� окажется, что ситуация )9 является 
точкой Парето по отношению ко всем точкам 
сечения #&()�). Ситуацию )9 назовем -� 9-опти-
мальной (или -� 9-равновесием), если она -��9-экс-
тремальна для � = 1, … �. 

Определение 6. Ситуацию )∗ ∈ -�9  назовем ���9-
экстремальной, если на множестве �(#) = = ��()) × … × �"()) она определяет точку �()∗), 
являющуюся оптимальной по Парето по отноше-
нию лишь к точкам �()�∗, )�), где )� ∈ -�9()�∗). На-
зовем ситуацию )∗ ∈ # ��9-равновесием, если )∗ ∈ ���9 ∩ … ∩ �"�9 = ��9, где ���9  — множество 
всех ���9-экстремальных ситуаций. 

Определение 7. Ситуацию )∗ ∈ -�� назовем ����-
экстремальной, если на множестве �(#) = = ��()) × … × �"()) она определяет точку �()∗), 
являющуюся оптимальной по Парето по отноше-
нию лишь к точкам �()�∗, )�), где )� ∈ -��()�∗). На-
зовем ситуацию )∗ ∈ # ���-равновесием, если )∗ ∈ ���� ∩ … ∩ �"�� = ���, где ���� — множество 
всех ����-экстремальных ситуаций. 

Аналогично определяются множества ��� 9- и ��� �-равновесий, на которых аналогичным образом 
можно определить и их дальнейшее усиление, на-
пример, вида: 

Определение 8. Назовем ситуацию )∗ ∈ ���9  �� ��9-экстремальной, если на множестве ���9  она 
оказывается точкой Парето. Назовем ситуацию )∗ �� �9-равновесием, если )∗ ∈ ����9 ∩ … ∩ �� "�9 == �� �9, где �� ��9 — множество всех �� ��9-экстре-
мальных ситуаций. 

Аналогично определяются �� ��-, �� ��� 9- и �� ��� �-
равновесия. 

Заметим, что проще всего понять равновесия из 
определений 2–8, если обратиться к рассмотренным 
ниже примерам, на которых детально демонстриру-
ются процедуры поиска этих равновесий. 

Теорема 1. Между понятиями оптимальности 
из определений 2–8 имеют место следующие 
отношения: 

-9 ⊇ -� ⊇ -� � ⊇ -� 9 ⊇ ��� 9 ⊇ �� �9 , 
а также множество других, аналогичных им. 

Доказательство этой теоремы по существу ока-
зывается следствием определений 2–8 и мы не ста-
нем его приводить. 

Для решения приведенных ниже примеров нам 
потребуются, по крайней мере, еще два следующих 
определения [7–14], обобщением первого из кото-
рых как раз и являются ��9-, ��� 9-, ���- и ��� �-рав-
новесия. 

Определение 9. Ситуацию )∗ ∈ �� назовем ��-
экстремальной, если образующая ее стратегия 
остальных игроков удовлетворяет условию  

max?0∈@0(?0∗) �� ()�∗, )�) = ��()∗), � = 1, … , �. (4)

Назовем ситуацию )∗ ∈ # �-равновесием, если )∗ ∈ �� ∩ … ∩ �", где ��  — множество всех ��-
экстремальных ситуаций. 

Определение 10. Ситуацию )∗ ∈ � назовем ��@-
экстремальной, если  

max?0∈@A?0∗B �� C�.D max?0∈@(?0) �� ()� , )�)E = ��()∗), 
  � = 1, … , �. (5)

Назовем ситуацию )∗ �@-равновесием, если )∗ ∈ ��@ ∩ … ∩ �"@. 

Замечание 2. Представляется вполне естествен-
ным принять, что определения 2–8 в своей сово-
купности предлагают к рассмотрению еще и не-
который 4-й тип вспомогательной задачи, допол-
няющий три типа задач (1), (2) и (3) из определе-
ния 1. 

Предложение 1. В общем случае, если в игровой 
задаче с несовпадающими и пересекающимися иг-
ровыми множествами #�: 

1 — сильные угрозы (2) недопустимы (по согла-
шению между всеми участниками) и множество � в 
естественном классе слабых угроз (1) (т. е. в задаче 
1-го типа) оказывается пустым, то наисильнейшие 
равновесия (и решение задачи в том или ином 
смысле) могут быть найдены, по крайней мере, для 
задачи 3-го типа (т. е. на пересечении # игровых 
множеств в естественном классе слабых угроз (1)), с 
учетом также и результатов задачи 4-го типа, опре-
деленной в предыдущем замечании; 

2 — сильные угрозы (2) недопустимы и множе-
ство � в задаче 1-го типа не пусто, то следует в ка-
честве основного использовать решение задачи 1-го 
типа (со всеми возможными его итерациями [7–10]), 
а для оценки влияния побочных интересов на реше-
ние исходной игры использовать решение задачи 3-го 
типа; причем в случае несовпадения решений задач 
1-го и 3-го типов за основу принять решение задачи 
1-го типа, а решения задач 3-го и 4-го типов рас-
сматривать лишь как возможную коррекцию этого 
решения; случай же совпадения решений 1-го и 3-го 
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типов говорит об отсутствии какого-либо заметного 
влияния побочных доходов на решение игры; 

3 — сильные угрозы (2) допустимы и при этом 
множество � в задаче (1) оказывается пустым, то в 
качестве основного решения исходной задачи сле-
дует рассматривать решение задачи 2-го типа (2), а 
решение задачи 3-го типа (3), если оно не совпадает 
с решением задачи 2-го типа (2), рассматривать (с 
учетом также и задачи 4-го типа) лишь с точки зре-
ния возможности корректировки с его помощью 
решения задачи 2-го типа; причем если в задачах 2-го 
и 3-го типов сильнейшие равновесия оказываются 
одинаковыми, то это означает, что побочные доходы 
участников явно не влияют на решение игры; 

4 — сильные угрозы (2) допустимы и множество � 
в задаче 1-го типа не пусто, то следует найти реше-
ния задач 1-го, 2-го и 3-го типов; и если окажется, 
что в них наисильнейшие равновесия одни и те же, 
то это означает, что на решение исходной задачи по 
существу не влияют ни типы угроз, ни побочные 
интересы участников, что наиболее благоприятно 
для них; в случае же различающихся равновесий в 
задачах 1-го, 2-го и 3-го типов участникам следует 
рассматривать в качестве основного решение задачи 
2-го типа, а решения задач 1-го, 3-го и 4-го типов 
использовать лишь в качестве корректировочных. 

И конечно же, в реальных условиях следует 
иметь в виду, что конкуренты в конфликтной задаче 
наверняка используют сильные угрозы, независимо 
от предварительной договоренности в отношении 
них. Так что ставка всегда должна делаться на воз-
можность использования сильных угроз. 

Пример 1. Рассмотрим статическую игру с дву-
мя участниками, в которой каждый из них максими-
зирует свою (матричную) платежную функцию  

 �� = F1 2 ⋅6 ⋅ 5⋅ 3 4H , �� = F7 4 1⋅ 6 25 ⋅ 3H. (6)

Оба игрока располагают тремя стратегиями: пер-
вый игрок выбирает одну из трех строк, а 2-й — 
один из трех столбцов. В этой задаче  #� = (���, ���, ���, ���, ���, ���),  #� = (���, ���, ���, ���, ���, ���, ���), # = (���, ���, ���, ���),  
а игровое множество I& = I� ∪ I� включает все 
9 элементов (ситуаций) в вышеприведенных матрицах. 

Найдем сначала наиболее слабые равновесия ��, �� и �, т. е. равновесия в задаче 1-го типа (1): 

�� = J ⋅ ⋅ ⋅+ ⋅ +⋅ + ⋅ L , �� = F+ ⋅ ⋅⋅ + ⋅+ ⋅ ⋅ H � = ∅. 
Поскольку в игре (6) с побочными интересами 

участников множество � наиболее слабых равнове-
сий (никогда не бывающее пустым в играх на едином 
 

 

Рис. 1 

для всех участников игровом множестве) оказалость 
пустым, то обратимся к поиску еще более слабых 
понятий равновесия из определений 2–5. Так как 
искать эти равновесия, исходя из их определений, 
без помощи геометрического отображения матриц �� 
и �� на плоскость (��, ��), почти невозможно, то не-
обходимо прежде всего построить эти отображения 
(см. рис. 1). 

Множество предлагаемых новых -� 9-, ��� 9 и �� �� 9-
равновесий задается следующими элементами 

-��9 = F+ + ⋅+ ⋅ +⋅ + +H, 
-��9 = F+ + ⋅⋅ + ++ ⋅ +H -� 9 = F+ + ⋅⋅ ⋅ +⋅ ⋅ +H, 

���� 9 = (���, ���, ���, ���, ���), 
���� 9 = (���, ���, ���, ���, ���), 
��� 9 = (���, ���, ���, ���) = �� �� 9 . 

Продемонстрируем, как ищутся равновесия из 
определений 2–8. Например, элемент ��� принадле-
жит множеству -��9, так как он является максималь-
ным в 1-ом столбце матрицы ��, и 1-й игрок не в 
состоянии его улучшить при доступном ему переходе 
в какой-либо другой элемент этого столбца. А эле-
мент ��� также принадлежит множеству -��9 потому, 
что при попытке 1-го игрока перейти в более выгод-
ную для него ситуацию ��� исходная ситуация ��� 
оказывается паретовской по отношению к элемен-
там всей второй строки, что видно из рис. 1. Эле-
менты матрицы -��9 ищутся аналогично, но с учетом 
того, что 2-й игрок может улучшать свою исходную 
ситуацию только по горизонтали (в строках матри-
цы ��). Так что ситуация ��� могла бы принадлежать 
множеству -��9 только при условии, если бы она ока-
залась точкой Парето по отношению ко всем эле-
ментам 1-го столбца и, независимо от этого, — ко 
всем элементам второго столбца, чего, однако, как 
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видно из рис. 1, не наблюдается. А ситуация ��� 
принадлежит множеству -��9 , так как она оказывается 
паретовской по отношению ко всем элементам 2-го 
столбца. 

Элементы множества ���� 9 находятся, если раз-
дельно в каждой из строк матрицы -��9 определять 
паретовские множества, а затем суммировать все 
полученные в каждой строке множества Парето. 
Например, в 3-й строке матрицы -��9 содержатся 
элементы ��� и ���, которые образуют двухточечное 
множество на рис. 1, причем на этой паре точек 
только точка ��� оказывается точкой Парето. Мно-
жество ���� 9 ищется аналогично, но только не в стро-
ках, а в столбцах матрицы -��9 . 

Чтобы найти наисильнейшее равновесие и реше-
ние исходной игры (6) и выяснить, в какой мере это 
решение зависит от побочных интересов участни-
ков, найдем сначала равновесия в классе сильных 
угроз (2) (обозначая множество �-равновесий для 
случая сильных угроз (2) в виде �M). Поиск этих 
равновесий облегчается тем, что матрицы ��M, ��M  и ��M  являются расширением уже найденных выше 
матриц ��, �� и ��: 

��M = F+ + ⋅+ ⋅ +⋅ + +H , ��M = F+ + +⋅ + ++ ⋅ +H �M = F+ + ⋅⋅ ⋅ +⋅ ⋅ +H. 
Далее, на основе определения 9, накладываем 

матрицу ��M (как трафарет) на матрицу �� и в каждой 
строке матрицы ��M среди ее элементов, помеченных 
крестиком, находим максимальный элемент (макси-
мальные, если их несколько одинаковых), объеди-
нение которых по всем строкам дает множество ��M = (���, ���, ���). Аналогично находится ��M = = (���, ���, ���), а �M = ��M ∩ ��M = (���, ���). Из (5) 
находим множество �@M = (���, ���), определяющее 
наисильнейшую эквивалентную пару равновесий в 
классе сильных угроз (2). 

Поскольку во вспомогательной игре с сильными 
угрозами (2) имеет место не одно, а два эквивалент-
ных наисильнейших равновесия (���, ���), то спра-
ведливый дележ кооперативного дохода в этой 
вспомогательной игре, достигаемый в ситуации ��� 
и равный 8, определяется в зависимости от возмож-
ных доходов участников в равновесных ситуациях 
и, согласно формулам (4.3) из [10, с. 175], дается 
формулами: 

N� = 8 1 + 51 + 5 + 7 + 2 = 165 , N� = 8 7 + 215 = 245 . 
Рассмотрим теперь игру (6) на пересечении #� ∩ #� = #, т. е. именно на том множестве, на ко-

тором игроки явно вступают в конфликт друг с дру-
гом (причем в наиболее естественном и единственно 
возможном в этом случае классе слабых угроз (1)):  

 ��� = F1 2 ⋅⋅ ⋅ 5⋅ ⋅ 4H , ��� = F7 4 ⋅⋅ ⋅ 2⋅ ⋅ 3H. (7)

Для вспомогательной игры (7) находим: 

��� = F+ ⋅ +⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ +H , ��� = F+ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ +H �� = F+ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ +H ; 
��� = ��� = �� = (���, ���). 

Поскольку во вспомогательной игре (7) наисиль-
нейшие равновесия оказались теми же, что и во вспо-
могательной игре в классе сильных угроз, то, следова-
тельно, и кооперативный дележ оказывается тем же. 

Таким образом, оказалось, что в игре (6) побоч-
ные доходы участников по существу не влияют на 
решение, несмотря на значительность этих доходов, 
что весьма благоприятно для ее участников. Однако 
во многих случаях влияние побочных доходов на 
решение игры оказывается существенным, как это 
демонстрирует следующий пример. 

Пример 2. Рассмотрим статическую игру с дву-
мя участниками, в которой каждый из них максими-
зирует свою (матричную) платежную функцию  

 �� = F2 1 4⋅ 5 ⋅6 ⋅ 3H , �� = F4 ⋅ 35 ⋅ 1⋅ 6 2H. (8)

Как и в предыдущем примере, оба игрока распо-
лагают тремя стратегиями: первый игрок выбирает 
одну из трех строк, а 2-й — один из трех столбцов. 

Прежде всего найдем наиболее слабые равновесия ��, �� и �, т. е. равновесия в задаче 1-го типа (1): 

�� = F ⋅ ⋅ +⋅ + ⋅+ ⋅ +H , �� = F+ ⋅ ⋅+ ⋅⋅⋅ + ⋅ H � = ∅. 
Так как в игре (8) множество � наиболее слабых 

равновесий оказалость пустым, то определим еще 
более слабые равновесия из определений 2–8, вос-
пользовавшись рис. 2, который находится аналогич-
но рис. 1. 

 

Рис. 2 
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Множество предлагаемых новых -� 9-, ��� 9- и �� �� 9-равновесий задается следующими элементами 

-��9 = F+ ⋅ +⋅ + ⋅+ ⋅ ⋅ H , -��9 = F+ ⋅ ++ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ H -� 9 = F+ ⋅ +⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ H, 
���� 9 = (���, ���, ���, ���),  ���� 9 = (���, ���, ���, ���),��� 9 = (���, ���),  ����� 9 = (���, ���, ���),�� ��� 9 = (���, ���, ���),  �� �� 9 = (���, ���).

 

Сильнейшими равновесиями в классе вспомога-
тельных — индивидуально-паретовских равнове-
сий — оказались две ситуации (���, ���). 

Найдем теперь наиболее важные равновесия (в 
классе сильных угроз (2)): 

��M = F+ + +⋅ + ⋅+ ⋅ +H , ��M = F+ ⋅ ++ ⋅ +⋅ + +H �M = F+ ⋅ +⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ +H. 
��M = (���, ���), ��M = (���, ���), 

�M = ��M ∩ ��M = ��� = �@M . (9)

Очевидно, что наисильнейшим равновесием в клас-
се сильных угроз оказалась единственная ситуация ���. Оценим кооперативный дележ во вспомогатель-
ной игре в классе сильных угроз. Поскольку коопера-
тивный выигрыш участников реализуется в ситуации ��� и равен 7, то кооперативный дележ дается сле-
дующими формулами (см. [10, с. 174]), получаемыми 
на основе найденного единственного наисильнейшего 
равновесия ��� в этой вспомогательной игре:  

 N�M = 7 ⋅ 26 = 73 , N�M = 7 ⋅ 46 = 143 . (10)

Чтобы найти решение исходной игры (8) и оце-
нить влияние на это решение побочных доходов 
участников, остается еще рассмотреть вспомога-
тельную игру на пересечении #� ∩ #� = I, т. е. 
именно на том множестве, на котором игроки явно 
вступают в конфликт друг с другом:  

 ��� = F2 ⋅ 4⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ 3H , ��� = F4 ⋅ 3⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ 2H. (11)

Для вспомогательной игры (11) находим: 

��� = F+ ⋅ +⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ +H , ��� = F+ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ +H �� = F+ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ +H ; 
��� = ��� = (���, ���) = �� . 

Поскольку во вспомогательной игре (11), в отли-
чие от вспомогательной игры (9) с сильными угро-
зами, наисильнейшими равновесиями оказались две 
ситуации (���, ���), то и кооперативный дележ ока-
зывается другим. По формулам [10, с. 175] получаем 
следующий дележ  

N�� = 7 ⋅ 2 + 311 = 3511 , N�� = 7 ⋅ 4 + 211 = 4211, (12)

немного отличающийся от дележа (10). 
Таким образом, различие в наисильнейших рав-

новесиях во вспомогательных задачах (9) и (11) и 
получаемые вследствие этого разные дележи участ-
ников в кооперативной игре указывают на влияние 
побочных доходов игроков на результат игры. Со-
гласно предложению 1 базовым дележом следует 
признать дележ (10), а дележ (12) можно рассматри-
вать в качестве корректировочного, учитывающего 
влияние побочных доходов игроков. 

Изменяя платежные матрицы (8), нетрудно 
сформулировать игры, в которых влияние побочных 
доходов оказывается весьма значительным. 

3. Динамические конфликтные задачи 

с побочными интересами участников 

Рассматрим конфликтующие динамические сис-
темы, описываемые дифференциальными уравне-
ниями, в которых �-й участник (� = 1, �), используя 
чистые Q�(R) или смешанные стратегии )�(Q� , R), 
стремится обеспечить максимум своего функциона-
ла (критерия):  

��()) = S T
U

R S VW�
X0(Y)

(Q, N, R)T), � = 1, � (13)

при ограничениях  

NZ = S V
X[(Y)

(Q, N, R)T),  R ∈ \ = [RW, R�] ⊂ _�, (14)

 

 (Q, R) ∈ I& ⊂ ` × \, (15)
 

Na(RW) = NaW, b = 1, c, N;(R�) = N;�,  

d ∈ e ⊂ {1, c} 
(16)

где N = (N�, … , Nh) ∈ _h — евклидово c-мерное про-
странство; ` = ⋃ `;";j� ; `; — конечномерное про-
странство, d = 1, �; Q = (Q�, … , Q"); I& = ⋃ I;";j� ; I = ⋂ I;";j� ; I� — компактные множества в `; )�(Q�, R) — смешанная стратегия �-го участника; )(Q, R) = )�(Q�, R) … )"(Q" , R); I(R) и I&(R) — сече-
ния множеств I и I& в момент R ∈ \ = [RW, R�]; l̀� = -.m0I& — проекция множества I& на �̀; ��  — множество смешанных стратегий )�(Q� , R) �-го участника в задаче (13)–(15) с начальным усло-
вием N(RW) = NW и с заменой множества I& на мно-
жество l̀ = l̀� × … × l̀"; )� = )� … )�+�)�,� … )"; �� = ∑ �;";j� − ��. 
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Пусть #& — подмножество множества � = ∏ ��"�j� , 
образованное только такими стратегиями )(Q, R), 
которые позволяют обеспечить удовлетворение всех 
ограничений задачи, из которых ограничения (16) 
вводят в задачу (13)–(16) неявную зависимость ме-
жду стратегиями участников, а ограничения (16) — 
явную в связи с чем множество #& включает в себя 
почти (в смысле меры Лебега) в каждый момент R ∈ \ только такие меры )(⋅, R), носители которых 
лежит в I&(R). Аналогично определяются множест-
ва #� и #. 

Допущение 2. Пусть \ = [RW, R�] — ограниченный 
фиксированный отрезок вещественной оси _�; 
множество I — компакт в ` × \; отображе-
ние Vp = (VW�, …, VW", V�, …, Vh): ` × _h × \ → _h," 
таково, что функция Vp(Q, N,⋅) измерима (по Ле-
бегу) при всех Q ∈ `, N ∈ _h, а функция Vp(⋅,⋅, R) 
при каждом R ∈ \ непрерывна; функция |Vp| ма-
жорируется на \ функцией s(R)(|N| + 1), где s(R) — некоторая интегрируемая функция; N(R): \ → _h — абсолютно непрерывная функция, 
удовлетворяющая уравнению (9); кроме того, 
функция Vp удовлетворяет с интегрируемой функ-
цией t(R) условию Липшица: |Vp(Q, N̄, R) − Vp(Q, N, R)| ≤ t(R)|N̄ − N| 
для всех Q ∈ `; N, N̄ ∈ _h, R ∈ \. 

Прежде всего следует отметить, что найти необ-
ходимые условия существования �-равновесий в 
дифференциальных играх в форме, аналогичной 
известной для вариационных задач, практически 
нереально. Если же �-равновесие несколько видоиз-
менить, назвав его видоизмененный аналог �v-рав-
новесием, то найти убобные для приложений необ-
ходимые условия оказывается вполне возможным. �v-равновесие получается из определения 1 �-рав-
новесия для игровых задач на пересекающихся 
множествах добавлением в последнее после пере-
числения требований (1)–(3) некоторого дополни-
тельного требования, содержащегося в следующем 
определении. 

Определение 11. Ситуация )∗ в дифференциаль-
ной игре (13)–(16) является ��v-экстремальной, 
если каждое из отношений (1)–(3) выполняется 
при условии, что ненулевое (в смысле меры Ле-
бега) множество в \, на котором )5�(R) ≠ )∗�(R), 
является подмножеством множества из \, на кото-
ром )�(R) ≠ )�∗(R). Ситуацию )∗ ∈ ⋂ ��v"�j�  назовем �v-равновесием в задаче соответственно 1-го, 2-го 
и 3-го типов, если, соответственно, требования 
(1), (2) и (3) удовлетворяются в точке )∗ для всех � = 1, �, т. е. если �v = ��v ∩ … ∩ �". 

Если в формулировку задачи не входят произве-
дения фазовых координат и управлений и задача 

линейна по фазовым координатам, то можно принять �v = �. Для поиска решений дифференциальных игр 
с побочными интересами участников можно вос-
пользоваться некоторыми модификциями необходи-
мых условий существования равновесий, получен-
ных в [7, 11], в частности, например, следующей мо-
дификацией теоремы 4.2.1 из [11], позволяющей све-
сти решение исходной дифференциальной игры к 
решению некоторых вспомогательных («локаль-
ных») статических игр, в которых платежными 
функциями оказываются гамильтонианы исходной 
дифференциальной игры [7, 11]. 

Теорема 2. Пусть )∗ — �v-равновесие в задаче 
(13)–(16) с � участниками, удовлетворяющее 
допущению 1. Тогда найдется � ненулевых абсо-
лютно непрерывных вектор-функций w�(R) = (wW� , w�� (R), …, wh� (R)), wW� = 1, � = 1, � удовлетворяю-
щих почти всюду в \ уравнениям 

wZ;� = − S S w�
X0(Y)

xV�
xN; T)∗,  d = 1, c,  

� = 1, �, wa�(R�) = 0,  b ∉ e. 
где V� = (VW� , V�, … , Vh), 
гамильтонианы {� = | w�X0(Y) V�T)∗ непрерыв-

ны в \; �v-равновесная ситуация )∗ удовлетворяет от-
ношениям 

[{�]()5�, )�) ≤ [{�]()∗),  

)� ∈ #()∗�), )5� ∈ #()�),  � = 1, �. 
 
Теорема 2 позволяет сводить поиск решения 

весьма сложных (по сравнению со статическими 
задачами) дифференциальных игр к поиску решения 
всего одной или нескольких статических игр. 
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