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Введение

Настоящая работа является очередной в серии,
посвященной разработанному авторами методу рас-
познавания символов [1] и исследованию его свойств
[2–4]. В предыдущих публикациях были описаны
достоинства этого метода, а именно: точность, быст-
родействие, надежность генерируемых им оценок
(монотонность), удобство для распараллеливания,
а также устойчивость к искажениям. Показаны так-
же преимущества данного подхода к распознаванию
в сравнении с другими [2].

Метод является вероятностным, поскольку в его
основе лежит восстановленный с большой степенью
достоверности некоторый неизвестный вероятност-
ный закон, в соответствии с которым распределе-
ны элементы обучающей последовательности сим-
волов, моделирующей датчик случайных векторов.
Высокий уровень точности распознавания на обу-
чающем множестве служит подтверждением досто-
верности этого приближения.

Однако наше знание об оценке распознавания
ограничено пониманием алгоритма построения ме-
ханизма для ее вычисления, а также непосредствен-
ной реализацией этого механизма на компьютере.� Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, про-
екты №13–07–00262 а, №13–07–12176 офи м.

В настоящей работе исследуется внутреннее ус-
тройство указанного механизма. Для этого приме-
няется численный подход. Для обучения использу-
ется база рукопечатных символов, представляемых
заданным способом в виде векторов признаково-
го пространства. Это множество, имеющее большой
объем, а набор его элементов является случайным.
Распознаются искаженные изображения обучающих
символов, полученные на основе разработанной ав-
торами математической модели.

1. Метод распознавания

Решается следующая задача классификации.
Нужно определить, какому из K символов соответ-
ствует поступающий на вход распознавателя растр
изображения. Нормализованный растр состоит из
N = N1 � N2 серых пикселов, перенумерованных
в диапазоне 1 6 i 6 N . Пусть v 2 R

N — вектор, i-ая
компонента которого равна яркости пиксела с та-
ким же номером. Для рассматриваемых серых раст-
ров значения яркости принадлежат отрезку [0, 1].

Символ, имеющий номер k (1 6 k 6 K), отож-
дествляем с базисным вектором ek = (0 . . . 1 . . . 0)
из R

K , где 1 стоит на k-м месте. Обозначаем Y =

= fe1, . . . , eKg.
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Таблица 1

n 0 1 2 3 4

число оши-
бок

138 71 106 339 2957

n 5 6 7 8 9

число оши-
бок

6457 9761 10116 10121 10121

Пусть pk(v) — вероятность того, что входящий
растр изображает k-й символ для 16 k 6 K . Распо-
знанным считается символ с номером ko , причем

pko
(v) = max pk(v), 1 6 k 6 K (1)

Значения компонент
�
p1(v), . . . , pK(v)

�
можно

приближенно представить в виде многочленов от ко-
ординат v = (v1, . . . , vN ):

pk(v) �= c
(k)
0 +

NX
i=1

c
(k)
i vi +

NX
i,j=1

c
(k)
i,j vivj + . . . ,

1 6 k 6 K. (2)

Суммы в правых частях приближенных равенств (2)
конечные и определяются выбором базисных моно-
мов. Пусть

x(v)=(1, v1, . . . , vN , . . .)
T

— вектор конечной размерности L из выбранных
и упорядоченных некоторым образом базисных мо-
номов. Тогда (2) можно записать в векторном виде:

p(v) =
�
p1(v), . . . , pK(v)

�T �= A
T
x(v). (3)

Здесь A — матрица размера L�K , столбцами кото-
рой являются векторы а

(1) ,..., а
(K) . Каждый такой

вектор составлен из коэффициентов при мономах
соответствующей строки (2) (с совпадающим верх-
ним индексом), упорядоченных так же, как в векто-
ре x(v). Приближенный поиск вектора вероятностей
p(v) сводится к нахождению матрицы A.

Матрица A вычисляется приближенно в про-
цессе обучения. Для этого используется обучающее
множество, состоящее из пар векторов [v(1), y(1)], . . . ,
[v(J), y(J)] (v(j) — образ символа с номером k (16k6

6 K), y(j) = (0 . . . 1 . . . 0) — его базисный вектор, где
1 стоит на k-м месте, причем 1 6 j 6 J ):

A �= � 1

J

JX
j=1

x
(j)�

x
(j)�T��1� 1

J

JX
j=1

x
(j)�

y
(j)�T

�
. (4)

Рекуррентная процедура вычисления данной
матрицы и структура полиномиального вектора x(v)
подробно описывалась ранее [1–4].

2. Моделирование искажений изображений

Обучение проводилось на базе рукопечатных
цифр из 174778 элементов, а распознавание—намно-
жестве, полученном путем ее модификации.

Пусть на вход распознавателя поступают пе-
ренумерованные изображения (16 j 6 Jk0) только
одного определенного k0-го символа (в данной ра-
боте это цифра «8»). Каждое из них будет распознано
в качестве k-го символа с оценкой p

j
k для 16 k 6 K ,

где K = 10. Согласно (2) и (3),

p
j
k =

LX
l=1

a
lk
x

j
l , 1 6 j 6 Jk0, k = 1, . . . , K, (5)

где a
lk — весовой коэффициент, x

j
l — базисный

моном.
Исследуем, какие изменения происходят с со-

вокупностью значений falk
x

j
lg при распознавания

множества, элементы которого получены в резуль-
тате заданной модификации элементов обучающего
множества, причем величина искажения постепен-
но увеличивается.

Моделирование процесса нарастания различия
обучающего и распознаваемого множеств осуществ-
ляется следующим образом. При затемнении образа,
поступающего для распознавания, значение яркости
в каждом пикселе растра постепенно увеличивается:
vi ! vi + 0,1 � n, где n = 0, 1, . . . , 9. Если для каких-
то пикселов начиная с некоторого n имеем: vi > 1,
то считаем vi = 1.

В более ранних исследованиях [3, 4] показано,
что картина распознавания для различных симво-
лов не имеет существенных различий. Поэтому рас-
смотрен только один символ. В табл. 1 показано, как
изменяется количество неправильно распознанных
его изображений с усилением затемнения.

3. Статистический анализ функции оценки

Для изображений символа «8», поступающего
на вход распознавателя, определим, в каком диапа-
зоне лежат значения составляющих, входящих в вы-
ражение для оценки в виде слагаемых alk0x

j
l , а также
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Таблица 2

n 1 интервал 2 интервал 3 интервал 4 интервал 5 интервал

0 124 659 126309 221647273221647273 2667904

0,1 215 1094 107223 221802217221802217 2531081

0,2 343 1564 111413 221931741221931741 2397075

0,3 562 2281 124882 222059446222059446 2253006

0,4 799 3395 176639 221622472221622472 2623139

0,5 1105 5028 227901 221269448221269448 2899881

0,6 1523 7829 311359 220687930220687930 3357950

0,7 2122 12580 457786 219748030219748030 4067998

0,8 3419 24895 758029 218359711218359711 5030651

0,9 6285 74769 1313762 216762545216762545 5769642

n 6 интервал 7 интервал 8 интервал 9 интервал 10 интервал

0 49653 1926 40 13 0

0,1 49079 2928 46 14 3

0,2 47650 4020 61 22 7

0,3 48436 5121 103 33 22

0,4 59349 7210 620 217 34

0,5 80067 9264 816 291 57

0,6 112792 12255 1644 425 113

0,7 184364 17054 2233 1352 237

0,8 278477 30515 4761 2672 478

0,9 479803 75670 2117 5640 3115

как они распределены внутри этого диапазона для
случая, когда в качестве альтернативы распознава-
ния выбирается только сам символ. Нижняя и верх-
няя границы соответствующего диапазона tk0 и T k0

вычисляются по формулам:

tk0 = min
l,j

(alk0x
j
l ), T k0

= max
l,j

(alk0x
j
l )

1 6 l 6 L, 1 6 j 6 Jk0 .
(6)

В таблице ниже приведены указанные диапазо-
ны для различных значений n:

n = 0 n > 1

min
l,j

(alk0x
j
l ) �0,037 �0,037

max
l,j

(alk0x
j
l ) 0,051 0,061

Для единообразия будем рассматривать только
наибольший диапазон (при n > 1). Делим диапа-
зон [�0,037; 0,061] на 10 равных частей и для каждо-
го из значений n > 0 определяем, какое количество
значений указанных слагаемых a

lk0x
j
l оказывается

на каждом таком маленьком отрезке (табл. 2).
Из табл. 1 видно, что на начальном этапе за-

темнения точность распознавания улучшается, при
этом для n = 0,1 число неправильных распознава-
ний минимально (выделено серым цветом). Такое
поведения точности распознавания коррелируется
с особенностью изменения картины распределения
числа слагаемых alk0x

j
l . А именно, на первых ша-

гах увеличения n значение максимума количества
указанных слагаемых, наблюдающегося в четвертом
интервале (пик распределения в окрестности ну-
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Таблица 3

n 1 интервал 2 интервал 3 интервал 4 интервал 5 интервал

0 38 244 29291 173573188 20712923602071292360

0,1 29 206 30351 169888827 20749745332074974533

0,2 21 208 33411 169721542 20751328232075132823

0,3 33 247 38795 172440255 20724011592072401159

0,4 456 1872 69322 179933587 20648310592064831059

0,5 488 2035 87164 193699713 20510198932051019893

0,6 542 2403 119566 207798255 20368349812036834981

0,7 647 3428 197098 217912916 20265138162026513816

0,8 994 11161 412953 224575455 20193409422019340942

0,9 3721 71570 977204 230136962 20124703292012470329

n 6 интервал 7 интервал 8 интервал 9 интервал 10 интервал

0 43400 481 6 2 0

0,1 44626 421 14 3 0

0,2 50549 420 31 5 0

0,3 57934 527 43 16 1

0,4 98841 3749 105 15 4

0,5 125171 4317 193 30 6

0,6 176978 5839 375 57 14

0,7 299912 10163 845 158 27

0,8 567677 25522 3846 389 71

0,9 1189203 67255 18934 3467 365

ля [5], в табл. 2 выделен серым цветом), увеличивает-
ся и достигает наибольшей величины, когда n = 0,3
(в табл. 2 обозначено жирным курсивом). Нарас-
тание n приводит к тому, что в близлежащих ин-
тервалах (третьем, пятом и шестом) число мономов
падает и достигает минимума при n = 0,1 в тре-
тьем интервале, при n = 0,3 – в пятом и n = 0,2
– в шестом (в табл. 2 выделен жирным курсивом).
При дальнейшем увеличении n картина распреде-
ления постепенно «расплывается», число слагаемых
a

lk0x
j
l в четвертом (пиковом) интервале распределе-

ния уменьшается, а во всех других, включая близле-
жащие, увеличивается.

Определим, в каком диапазоне лежат составля-
ющие alkx

j
l , а также как они распределены внутри

этого диапазона для случая, когда в качестве альтер-

нативы распознавания выбирается любой из воз-
можных символов «0», «1», ..., «9». Нижняя и верх-
няя границы соответствующего диапазона t и T вы-
числяются по формулам:

t = min
l,j,k

(alk
x

j
l ),

T = max
l,j,k

(alk
x

j
l ),

1 6 l 6 L, 1 6 j 6 Jk0 , k = 1, . . . , K.

(7)

Оказалось, что диапазон изменения значений
слагаемых a

lk
x

j
l не изменяется при увеличении чис-

ла n. Он имеет следующие границы:

t = �0,070; T = 0,082.
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Таблица 4

n 1 интервал 2 интервал 3 интервал 4 интервал 5 интервал

0 0 1 670 17764935 206717860206717860

0,1 0 1 1133 17593244 206886879206886879

0,2 0 1 1721 17786765 206690641206690641

0,3 0 1 2607 18256263 206217862206217862

0,4 0 1 3868 19861280 204607010204607010

0,5 0 1 5635 21855712 202604729202604729

0,6 0 1 8349 23934499 200512824200512824

0,7 0 1 13444 25133748 199282436199282436

0,8 0 1 24988 25724663 198629015198629015

0,9 0 1 71419 26196133 198010758198010758

n 6 интервал 7 интервал 8 интервал 9 интервал 10 интервал

0 10417 18 0 0 0

0,1 12608 32 4 0 0

0,2 14713 49 11 0 0

0,3 17058 81 29 0 0

0,4 21225 460 57 0 0

0,5 27082 647 95 0 0

0,6 36684 1355 189 0 0

0,7 61380 2529 363 0 0

0,8 108476 6047 711 0 0

0,9 205195 6922 3473 0 0

Делим этот диапазон на 10 равных частей и ис-
следуем, как изменяется число составляющих a

lk
x

j
l

на каждом таком отрезке с нарастанием n (табл. 3).

Результаты аналогичны табл. 2, 3. А именно, на-
блюдается корреляция с зависимостью точности рас-
познавания от n, проявляющаяся в том, что в «пико-
вом» пятом интервале (выделен серым цветом) до-
стигается максимум в распределении числа указан-
ных слагаемых при n = 0,1 (обозначен жирным кур-
сивом), а в четвертом интервале имеется минимум
при n = 0,1 (выделен жирным курсивом). Последу-
ющее увеличение n делает распределение все более
расплывшимся так, что количество таких слагаемых
в пятом (пиковом) интервале падает, а во всех дру-
гих, включая четвертый, нарастает.

4. Статистический анализ вектора

первичных признаков

Определим, в каком диапазоне лежат компо-
ненты вектора первичных признаков и как они рас-
пределены внутри этого диапазона. Величина x

j
l для

16 l 6 L, 16 j 6 Jk0 находится в диапазоне [s, S]:

s = min
j,l

(xj
l ), S = max

j,l
(xj

l ),

1 6 l 6 L, 1 6 j 6 Jk0 .
(8)

Аналогично табл. 2, отмеченное ранее поведе-
ния точности распознавания коррелируется с осо-
бенностью изменения картины распределения чис-
ла слагаемых alkx

j
l для всех альтернатив. А именно,

на начальных этапах увеличения n значение макси-
мума количества таких слагаемых, наблюдающегося
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Таблица 5

n 1 интервал 2 интервал 3 интервал 4 интервал 5 интервал

0 282450 1818259 4396597 158383616158383616 17502304

0,1 251659 1755056 4235217 158099618158099618 18251197

0,2 198096 1398375 4369833 156455946156455946 23192333

0,3 100725 1449984 4340849 156369685156369685 25494290

0,4 169057 1350596 4331584 163592860163592860 21349697

0,5 169057 1275793 4217447 157412159157412159 23341780

0,6 169057 1045923 4111449 154438650154438650 24260830

0,7 169057 1058009 3917827 150972632150972632 24541884

0,8 169057 1072025 3062731 149467887149467887 14351597

0,9 169057 1208650 2787987 148946109148946109 9746844

n 6 интервал 7 интервал 8 интервал 9 интервал 10 интервал

0 10459153 29675642 1100160 615148 260572

0,1 14804423 25201879 1106710 592514 195628

0,2 12275326 24753447 1145045 581070 124430

0,3 10476565 24375736 1271563 507472 107032

0,4 8760659 23128718 1237288 462632 110810

0,5 11932934 24427298 1251577 355046 110810

0,6 12768527 26078003 1155606 355046 110810

0,7 14600060 27723117 1045459 355046 110810

0,8 20409316 34593549 901883 355046 110810

0,9 14740885 45818832 609681 355046 110810

в пятом интервале (пик распределения в окрестно-
сти нуля [5], выделен серым цветом), увеличивает-
ся и достигает наибольшего значения при n = 0,2
(обозначен жирным курсивом). При этом в одном
из близлежащих интервалов, а именно, в четвертом,
число указанных слагаемых падает и достигает ми-
нимума также при n = 0,2 (выделен жирным кур-
сивом). Далее увеличение n приводит к тому, что
картина распределения постепенно «расплывается»,
при этом число таких слагаемых в пятом (пиковом)
интервале распределения уменьшается, а во всех
других, включая четвертый, увеличивается.

Для случая, когда в качестве альтернативы рас-
познавания выбирается только сам символ «8», опре-
делим, как слагаемые alk0x

j
l распределены внутри

данного диапазона [-0,070; 0,082] (табл. 4).

Получены следующие значения величин: s=�1,
S = 2. Заметим, что они одинаковы для различных
входящих символов и не изменяются при нараста-
нии степени затемнения n.

Поделим отрезок [s, S] на десять равных частей
и выясним, какое количество значений мономов x

j
l

относится к каждому такому маленькому отрезку
(табл. 5) для различных n.

Картина распределения перестраивается, при-
чем в имеющемся пике распределения в окрестности
нуля [5] (на четвертом интервале) вначале значение
максимума постепенно уменьшается (при n = 0,3
достигается минимум, выделенный прямым жир-
ным шрифтом), затем нарастает (наибольшая ве-
личина при n = 0,4, обозначено жирным курсивом)
и далее уменьшается. Значения в граничных (пер-
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вом и десятом) интервалах и приграничном (девя-
том) постепенно стабилизируются.

5. Заключение

Для разработанного авторами метода распозна-
вания символов изучена структура механизма гене-
рации оценок. На обучающем множестве рукопечат-
ных цифр большого объема проведено статистиче-
ское исследование функции оценки. Найдены осо-
бенности распределения составляющих alkx

j
l , входя-

щих в виде слагаемых в формулу для ее вычисления,
а также компонент вектора первичных признаков
x

j
l [5]. В данной работе аналогичные исследования

проведены на множествах, полученных в результате
искажения исходного, причем величина различия
между ними постепенно увеличивается. Показано,
что поведение точности распознавания коррелиру-
ется с характером изменения картины распределе-
ния числа слагаемых alk0x

j
l и alkx

j
l .
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