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Оптимизация коррекции  

околокруговой орбиты  

искусственного спутника Земли 

по вероятностному критерию* 

В. М. АЗАНОВ ,  Ю. С. КАН  

Аннотация. Рассматривается задача импульсной коррекции траектории движения 

искусственного спутника Земли (ИСЗ), вращающегося по околокруговой орбите.  

Целью коррекции является перевод ИСЗ на круговую орбиту. Математическая модель 

процесса коррекции представляется в виде дискретной стохастической системы 

управления с вероятностным терминальным критерием качества. Ошибки отработки 

расчетной величины корректирующего импульса имеют равномерное распределение. 

Задача оптимального управления для случая двух шагов по времени аналитически 

решается с помощью метода динамического программирования.  

Ключевые слова: стохастическое оптимальное управление, дискретные  
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двигатель большой тяги. 

 Введение
*
 

Задачи оптимального управления по вероятно-

стным критериям качества составляют предмет 

изучения специального раздела теории стохастиче-

ского оптимального управления. К числу вероятно-

стных критериев относятся функционал вероятно-

сти и функционал квантили. Функционал вероятно-

сти представляет собой вероятность непревышения 

некоторым точностным функционалом заданного 

допустимого уровня. Сам точностный функционал 

при этом характеризует точность системы управ-

ления, но зависит от траектории стохастической 

системы.  

Функционал квантили является, в некотором 

смысле, обратной характеристикой по отношению к 

функционалу вероятности. Физический смысл функ-

ционала квантили в том, что он, будучи верхней 

доверительной границей для точностного функцио-

нала, по сути характеризует гарантированную по 

вероятности точность системы управления. 

Примером указанных выше задач является зада-

ча коррекции траектории движения ИСЗ, вращаю-
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щегося по околокруговой орбите [2, 8–10]. Цель 

коррекции заключается в превращении орбиты ИСЗ 

в круговую с заданным периодом, при этом предпо-

лагается использовать КДУ большой тяги, позво-

ляющую с малой задержкой осуществлять коррек-

тирующие импульсы. 

В данной статье рассмотрена задача оптималь-

ной двухимпульсной коррекции движения ИСЗ с 

помощью двигателя большой тяги в дискретном 

времени. Критерием является вероятность попада-

ния терминального состояния в интервал фиксиро-

ванной длины. Случайные ошибки отработки КДУ 

большой тяги предполагаются равномерно распре-

деленными. Соответствующая задача оптимального 

управления аналитически решается методом дина-

мического программирования. 

1. Постановка задачи 

Геостационарные ИСЗ играют важнейшую роль 

в современных системах связи. Для земного наблю-

дателя они должны казаться неподвижными. Однако 

из-за ошибок различной природы (например, оши-

бок выведения) ИСЗ, который должен быть геоста-

ционарным, постепенно смещается, дрейфует по 
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отношению к земному наблюдателю. Для устране-

ния такого дрейфа время от времени орбита спутни-

ка подвергается коррекции, чтобы постепенно лик-

видировать дрейф ИСЗ. Для коррекции орбиты 

предполагается использовать корректирующую дви-

гательную установку (КДУ) большой тяги, позво-

ляющую практически мгновенно осуществлять кор-

ректирующие импульсы. 

Рассмотрим задачу управления с учетом случай-

ных воздействий в дискретном времени 0, 1k N= + . 

В соответствии с [10], введем обозначения: 1
kz  — 

текущее угловое расстояние между k -ым прохож-

дением через апогей и требуемым положением на 

круговой орбите; 2
kz  — угловая скорость дрейфа в 

k -ый момент времени прохождения апогея, изме-

ряемая угловым смещением ИСЗ за один оборот;  

kt  — количество оборотов по орбите; ku  — вели-

чина k -ого корректирующего импульса, пересчи-

танная в скорость дрейфа; kω  — случайный коэф-

фициент, [ ]~ ,k Rω ε ε− , характеризующий неточ-

ность отработки расчетной величины корректирую-

щего импульса ku . Будем рассматривать случай 

1ε < . Математическая модель процесса управления 

ИСЗ имеет вид [9]: 

( )

1 1 2
1

2 2
1

,

1 ,

k k k k

k k k k

z z t z

z z u ω
+

+

= +
 = + +

 (1) 

начальные условия: 1 1
0z z= , 2

0 0z = . Процесс кор-

ректирования считается законченным, если после 

проведения последней ( k N= ) коррекции выполня-

ются следующие терминальные ограничения, обра-

зующие расчетную область  

1
1 ,Nz ϕ+ ≤  1 2

1 1 ,N Nz tz ϕ+ ++ ≤  

где t  — требуемое время пребывания ИСЗ, в окре-

стности требуемой долготы, ϕ  — скаляр, характе-

ризующий длину расчетной области. Будем предпо-

лагать, что ИСЗ является геостационарным, если 

находится в расчетной области. 

Введем в рассмотрение функционал вероят-

ности: 

( )( ) { }( )1 1 2
1 1 1max , ,N N NP u P z z tzϕ ϕ+ + +⋅ = + ≤  (2) 

Поставим задачу нахождения оптимального 

управления ( ) ( )0 ,..,k Nu u u⋅ = , максимизирующего 

функционал (2): 

( )( )
( )

max.
u

P uϕ
⋅

⋅ →  (3) 

Задача (3) относится к классу задач оптимального 

управления с вероятностным терминальным критери-

ем. К таким задачам применим метод динамического 

программирования, что подробно обосновано в [10]. 

2. Синтез оптимального управления 

В соответствии с методом динамического про-

граммирования, введем функцию выигрыша  

( )

( ) ( )
{ }(
)

1 2

1 1 2
1 1 1

,...,

1 1 2 2

,

sup max ,

, .

ϕ

ϕ

+ + +
⋅ ⋅

=

= + ≤

≤ = =

k N

k

N N N
u u

k k

W z z

P z z tz

z z z z

  

Рассмотрим случай 1N = . Тогда для 1k =  

функция выигрыша имеет вид 

( ) ( )
1

1 2 1 2 1 2
1 1 1 2 2 2 1 1, max , , ,

u
W z z M W z z z zϕ ϕ =     

[ ]M ⋅  — математическое ожидание. Граничные 

условия: 

( )
{ }
{ }

1 1 2
2 2 2

1 2
2 2 2

1 1 2
2 2 2

1, max , ,
,

0, max , .

z z tz
W z z

z z tz

ϕ
ϕ

ϕ

 + ≤
= 

+ >

  

Оптимальное управление определяется в резуль-

тате решения конечномерной задачи 

( )( )
1

* 1 2 1 2
1 2 2 2 1 1 1argmax , , ,

u
u M W z z u z zϕ =     

Преобразуем выражение для функции выигрыша 

на 1k =  шаге 

( ) ( ){(
1

1 2 1 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, max max , 1 .

u
W z z P z t z z t t z tuϕ = + + + + + ≤

 

 

Перепишем его в виде 

( )

( ) ( )( )
1

1 2
1 1 1 1 1

1 2
1 2 1 1 1

1 1 1

1 2
1 1 1

max 1 ,

,
,

0,

.

ϕ

ω ϕ

ϕ

ϕ

 + + + + ≤

 + ≤= 



+ >

u
P z t t z tu

z t z
W z z
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Из последнего выражения видно, что задача оп-

тимизации на шаге 1k =  имеет вид 

( ) ( )( )
1

* 1 2
1 1 1 1 1 1argmax 1 .

u
u P z t t z tu ω ϕ= + + + + ≤  (4) 
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Утверждение 1. 

Оптимальное управление на шаге 1k =  имеет 

вид 

( )
( )( )
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( )( )
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(5) 

Доказательство утверждения 1 приведено в при-

ложении. 

Утверждение 2. 

1) Пусть выполнено 
( )

1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

,
z t z

z t t z
ε

+
<

+ +
 тогда 

функция выигрыша на шаге 1k =  имеет 

вид 

( )
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( )
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(6) 

2) Пусть выполнено 
( )

1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

,
z t z

z t t z
ε

+
≥

+ +
 тогда 

функция выигрыша на 1k =  имеет вид 

( )
1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

, ,
,

0, .

1 z t z
W z z

z t z

ϕ
ϕ

ϕ

 + ≤
= 

+ >  

(7) 

Доказательство утверждения 2 приведено в при-

ложении. 

Для того, чтобы охарактеризовать найденное оп-

тимальное управление, рассмотрим три случая. 

Случай 1, когда ( )1 2
1 1 1z t t z ϕ+ + ≤ , не интересен, 

поскольку требуемая конечная точность выполнена 

и коррекции проводить вообще не требуется. Одна-

ко в данном случае имеет место некая зона нечувст-

вительности 1 0u = . Такая зона нечувствительности 

играет важную роль в задаче коррекции траектории 

движения ИСЗ, поскольку не предполагает расхода 

топлива при совершении коррекции. Это является 

преимуществом использования вероятностного кри-

терия, нежели среднеквадратического (см. раздел 4). 

Случай 2, когда выполняется неравенство 

( )1 2
1 1 1z t t z

ϕ
ϕ

ε
≤ + + ≤ , является основным на 1k =  

шаге. Оптимальное управление в этом случае обес-

печивает значение 1 критерию вероятности. 

Случай 3, когда ( )1 2
1 1 1z t t z

ϕ
ε

+ + ≥ , означает, что 

требуемая точность не может быть достигнута при 

проведении одной коррекции, следовательно необ-

ходимо проведение дополнительных коррекций. 

3. Сравнение вероятностной, 

среднеквадратической, минимаксной 

и обобщенной минимаксной задач 

На рис. 1 представлены графики оптимального 

управления ( )*
1 1zu  (5), оптимального в минимаксной 

задаче управления ( )1 1zSu  [8], оптимального в сред-

неквадратической задаче ( )1 1zMu  [9] и оптимального 

в обобщенной минимаксной задаче ( )1 1zEu  [10]. 

Отметим, что среднеквадратический подход 

подразумевает грубую аппроксимацию терминаль-

ных ограничений 1
1Nz ϕ+ ≤ , 1 2

1 1N Nz tz ϕ+ ++ ≤ , в ре-

зультате которой расчетная область в виде паралле-

лограмма оказывается вписанным в него эллипсом. 

Также среднеквадратический подход уступает ос-

тальным указанным с точки зрения физического 

смысла задачи. Это касается случая, когда спутник 

уже находится в расчетной области (или оказался в 

ней после проведения соответствующей коррекции) 

и скорости дрейфа не хватит, чтобы вывести его 

оттуда за заданное время. Данный случай описыва-

ется зоной нечувствительности, приведенной в пре-

дыдущем разделе. Оптимальное управление ( )1 1zEu  

обладает этим преимуществом, однако его вычис-

ление для случая двух коррекций затруднительно. 

Особое внимание следует уделить минимаксной 

задаче коррекции. Можно отметить статью [7], в ко-

торой проведено сравнение вероятностного и мини-

максного подходов по значениям критериев опти-

мальности. В [7] указано, что относительный средний 

эффект использования вероятностного критерия поч-

ти на сорок процентов оптимистичнее минимаксного. 
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Рис. 1 

Рассмотрим минимаксную задачу коррекции [8]. 

В данном случае помехи kω  не случайны, а извес-

тен лишь диапазон их изменения, задаваемый мно-

жеством  

{ }: , 0, ,k kS x x k N= ≤ =ε  

где 1k <ε . Минимаксная задача заключается в поис-

ке такой последовательности управления  

( ){ }, 0,k ku u z k N= = , 

которая гарантирует достижение некоторой точ-

ности 

1 ,Nz φ+ ≤  

здесь φ  — максимально допустимая величина ко-

нечного промаха. Минимаксная задача имеет вид 

( )
( ) 1argmin max , 0, .

k

S
N

u S
u z k N

ω +⋅ ∈
⋅ = =  

Минимаксная стратегия коррекции для 1N =  на 

шаге 1k =  имеет вид [8] 
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Нетрудно заметить, что оптимальное управле-

ние (5) схоже с оптимальным в минимаксной задаче 

управлением ( )1 1zSu , причем для 1 ,z
ϕ ϕ
ε ε

 ∈ −  
, 

ϕ φ= , 1ε = ε  выполняется ( ) ( )1 1
*

1 1z zSu u= . В этом 

случае оптимальное значение критерия вероятности 

равно 1. 

4. Двухимпульсная коррекция 

Далее, действуя в соответствии со схемой дина-

мического программирования, найдем функцию 

выигрыша на 0k =  шаге: 

( ) ( )( )
0

1 2 1 2 1 2
0 0 0 1 1 1 0 0 0, max , , .

u
W z z M W z z u z zϕ ϕ =     

Теорема 1. 

Пусть выполнены условия второго пункта ут-

верждения 2, тогда оптимальное управление на 

шаге 0k =  имеет вид 
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функция выигрыша на шаге 0k =  определяется 

выражением 

( )
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1 2
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Доказательство теоремы 1 приведено в прило-

жении. 

Случай, приведенный в теореме 1, интересен 

тем, что допускает обобщение исходной задачи до 

случая k N=  шагов. 

Рассмотрим случай, когда выполняется первое 

условие утверждения 2. Введем обозначения  

( )1 2
0 0 1 0 0 ,z z t t t z= + + +  ( )* 1 2

0 0 1 0 0 .z z t t z= + +  
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Перепишем функцию выигрыша на 1k =  шаге, 

преобразуя 1 2
1 1,z z  в соответствии с (1) 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )

*
1 0 0 0

0 1 0 0

*
0 1 0 0

0 1 0 0

0 1 0 0

*
0 1 0 0

,

1, 1 ,

1
1

,

,
1

1 ,

0, 1 .

ϕ

ϕ ω ε

ϕ ε
ω ϕ

εϕ ω
ω ε

ϕ ω

=

 ≥ + + +


+ + + < ≤ + + + += 
≤ + + +


 ≤ + +


W z z u

z t t u

z t u
z t t u

z t t u

z t u

 

(8) 

Задача поиска оптимального управления на шаге 

0k =  имеет вид 

( )
0

* * *
0 1 0 0 0 0 0argmax , , , .

u
u M W z z u z zϕ =    

Отметим, что в работе [2] для нахождения 

( )* *
1 0 0 0 0 0, ,,M W z z u z zϕ    использовался подход [4]. 

Однако полученная формула и ее вывод слишком 

громоздкие. В данной работе используется методика 

[1], что позволяет значительно упростить вывод ма-

тематического ожидания функции ( )*
1 0 0 0, ,W z z uϕ . 

Введем обозначение 

( )
( ) ( )0 0

0 1 0 0

0, ,
1

.
1

M z M
z t t u

uϕ ϕ ε
ϕ

ω
εω

 +
=  

+ + + +  
 

Математическое ожидание функции ( )*
1 0 0 0, ,W z z uϕ  

в соответствии с методикой [1] определяется выра-

жением 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

*
1 0 0 10 0 0

0 0

0 0

*
0

1 0

0

10

0

0

, 1

1
,

( , )

,
,

.

1

M W z z u P z

z
M z

t t u

t t

z

u
u

u

P

t

ϕ

ϕ

ϕ
ω

ω
ω

ω

ε

ϕ
ε

ϕ

+ + +

+ +

   = ≤ +    

 ≥ +  
 ≤ 

+

+ +

 

Последнее выражение является аналогом выра-

жения для ( )*
1 0 0 0,,M W z z uϕ    в работе [2]. 

Без ограничения общности рассмотрим случай 

0 0u < . С учетом начальных условий, выражение для 

( )*
1 0 0 0,,M W z z uϕ    может быть переписано в виде 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )

* 1
1 0 0 0 1 0 0

1 1
0 0

1 0 1 0

1 1
0 0

1 0 1 0
1
0 0

1 1
0

0

0

1

0

1

0

0

0

0

, ,

/ /
1 1

/
m

,

,

ax 1, 1 ,

.
/

1, 1

,

min

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ε ϕ ε
ω

ω

ω

ϕ ε ϕ

ϕ ϕ
ω

ε

   = =   

 − − −
= − ≤ − +  + + 

  − − − 
− −  

+   
+  

 − − −  − − 

≤

≥

 +   
≤

M W z z u M W z u

z z
P

t t t t

z z

t t t
M z P

z z

t t

u u

u u
u

u ut

 

Рассмотрим случай, когда выполнены нера-

венства 

( )

( )

1 1
0 0

1 0 1 0

1 1
0 0

1 0 1 0

/
1 1,

/
1 1.

z z

t t t

z z

t

u u

ut t u

ϕ ε ϕ

ϕ ε ϕ

− − −
− ≥ − +


− − − − ≤ −

 +

 

Разрешая последнюю систему неравенств отно-

сительно 1
0z , имеем 

( ) ( )1 1 1 11
0 .

t t t t t t
z

t t

ε εϕ ϕ
ε ε

+ + + +
− ≤ ≤  

Введем обозначения 

 ( )
( ) ( )0

1 1
0 0

0

1 0 1 0

/ /ˆ 1 1 .
z z

P P
t t t

u
u ut

ϕ

ϕ ε ϕ ε
ω ≤

 − − −
= − ≤ −  + + 

 

Выражение для ( )1 0 0
1 ,M W z uϕ    принимает вид 

( )
( ) ( ) ( )( )

1
1 0 0

1
0 00 0 0

,

ˆ ˆ1, , .

ϕ

ϕ
ϕ ϕω

  = 

= + −

M W z u

P M z Pu u u  
(9) 

Формула (9) справедлива 0u∀ , в этом случае  

( ) ( ) ( )0 0 01 01ˆ .u tP P z t uϕ ω
ϕ
ε

 = ≤


+ + 


+  

Лемма 1. 

Задача оптимизации 

( )
0

* 1
0 1 0 0argmax ,

u
u M W z uϕ =    (10) 

эквивалентна задаче 

( )
0

*
0 0

ˆargmax .
u

u P uϕ=  (11) 

Доказательство леммы 1 приведено в прило-

жении. 

Теорема 2. 

Пусть выполнено  

( ) ( )

( )
2
0

1 1 1 11
0

1

, ,

0, ,
1

ε

ε εϕ ϕ
ε ε

ε

+ + + + 
∈ − 

 

= <
−

t t t t t t

z t

z
t t

t

 

тогда оптимальное управление на шаге 0k =  

определяется выражением 
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( )( )
( )

( )( )

( )( )

( )( )
( )

1
1 10 1

02
1

1
0 1

0 2
1

* 1
0 0

1
0 1

02
1

1
1 10 1

0 2
1

/
, ,

1

/
, ,

1

0, ,

/
, ,

1

/
, .

1

t t tz
z

t t t

z
z

t t

u z

z
z

t t

t t tz
z

t t t

εϕ ε ϕ ϕ
ε ε ε

ϕ ε ϕ ϕ
ε ε ε

ϕ ϕ
ε ε

ϕ ε ϕ ϕ
ε ε ε

εϕ ε ϕ ϕ
ε ε ε

 + − −
≤ ≤  

+ +  
 −
 ≤ ≤

+ −


= − ≤ ≤

 − −

− ≤ ≤ − + −
 + − ≤ ≤ − 

+ +

+

+
−

  

 

Доказательство теоремы 2 приведено в прило-

жении. 

Условие 
( ) 1
1

t t
ε
ε

<
−

 демонстрирует чувстви-

тельность исходной задачи к параметрам системы. 

Из последнего выражения видно, что зона нечувст-

вительности уменьшилась в ε  раз относительно 

последней коррекции. Вторая и четвертая ветви яв-

ляются основными расчетными случаями на 0k =  

шаге, на соответствующем отрезке указанное опти-

мальное управление обращает вероятностный кри-

терий в 1. Первая и четвертая ветви также могут 

обращать вероятностный критерий в 1, однако лишь 

в точках 1 2
0zϕ ε=  — в случае положительного 1

0z  и 

1 2
0zϕ ε= −  — в случае 1

0 0z < . Однако исключая та-

кие точки, они не гарантируют достижение некото-

рой точности, что свидетельствует об необходимо-

сти проведения дополнительных корректирующих 

воздействий. 

5. Задача с квантильным функционалом 

Квантильный критерий определяется выраже-

нием [10] 

( ) ( ){ }min ,u P uα ϕϕ αΦ = ≥  (12) 

где ( )0,1α ∈  — заданная доверительная вероят-

ность. Функционал квантили (12) представляет 

собой гарантированный с заданной вероятностью 

уровень указанного выше точностного функциона-

ла, т. е. верхнюю доверительную границу для нее. 

Рассмотрим задачу минимизации квантильного 

критерия: 

( )
( )

min.
u

uα ⋅
Φ →  (13) 

Ввиду наличия вероятностного ограничения 

( )P uϕ α≥  применение метода динамического про-

граммирования к задаче (13) затруднено. В преды-

дущем разделе было получено аналитическое реше-

ние задачи оптимального управления с вероятност-

ным критерием. В [5] предложен метод преобразо-

вания этого решения в решение задачи (13). С целью 

формулировки достаточных условий применимости 

этого метода введем в рассмотрение функции опти-

мальных значений рассматриваемых функционалов 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )sup , inf .
uu

F P u G uϕ αϕ α
⋅⋅

= = Φ  

Следующая теорема [5] устанавливает эквива-

лентность задач вероятностной и квантильной оп-

тимизации. 

Теорема 3 [5]. 

Пусть αϕ  — единственный обобщенный корень 

уравнения ( )F ϕ α=  ( ( ) ( )F Fα αϕ α ϕδ δ≤ ≤− +  

δ∀ ), тогда ( )G αα ϕ= . Более того, если для 

αϕ ϕ=  существует решение uϕ  задачи 

( )
( )

max
u

P uϕ
⋅

→  и выполняется неравенство 

( )F ϕ α≥ , то uϕ  — решение задачи (13). 

Проверим выполнение достаточных условий эк-

вивалентности задач вероятностной и квантильной 

оптимизации в случае, когда выполнены условия 

теоремы 1. Из определения функции оптимального 

выигрыша следует 

( ) ( )0 0
1

0
2, .WF z zϕϕ =  

Поскольку ( )F ϕ  монотонно не убывает по ϕ  и 

строго возрастает на множестве ( )( )1 0,1F − , условия 

теоремы 3 выполнены. Найденное оптимальное 

управление в теореме 1 будет оптимальным по 

квантильному критерию, если параметр ϕ  опреде-

лить как корень уравнения ( )F ϕ α=  в указанном 

выше смысле. 

Заключение 

Рассмотрена задача оптимальной двухимпульс-

ной коррекции околокруговой орбиты ИСЗ с помо-

щью двигателя большой тяги по критерию вероят-

ности в дискретном времени. С помощью метода 

динамического программирования найдено опти-

мальное управление, решающее указанную задачу 

(теорема 1 и теорема 2). Показано, что в случае вы-

полнения условий теоремы 1 найденное оптималь-

ное управление является оптимальным в задаче с 

критерием в форме функционала квантили. Прове-
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дено сравнение оптимального управления на по-

следнем шаге коррекции с оптимальными управле-

ниями в среднеквадратической, минимаксной и 

обобщенной минимаксной задачах. В результате 

сравнения обнаружено, что найденное оптимальное 

управление совпадает с оптимальным в минимакс-

ной задаче управлением на отрезке состояний, на 

котором с вероятностью единица выполняются тер-

минальные условия точности. 

Приложение 

Доказательство утверждения 1. 

Задача оптимизации функционала вероятности 

(4) относится к классу задач стохастического про-

граммирования [6]. Для ее аналитического решения 

можно воспользоваться, например, методом де-

терминированного эквивалента [3]. 

Обозначим 1 2
1 1 1 1( )z z t t z+ += . Рассмотрим задачу 

( )( )
1

11
*

1 1arg max 1 ,
u

u P z tu ω ϕ= + + ≤  из последнего 

выражения следует, что для состояний 
1z ϕ≤  оп-

тимальным является управление *
1 0u = , т. е. имеет 

место зона нечувствительности [10]. Для случая 

1 0u <  задачу (3) можно записать в виде 

( )1

1 1*
1

1

1
,0 1

arg max 1 1 ,
u

z z
u P

tu tu

ϕ ϕ
ω

∈ −∞

 − − −
= − ≤ ≤ − 

 
 

а для случая 1 0u >
 

( )1

1
0,

1 1*
1

1 1

arg max 1 1 .
u

z z
u P

tu tu

ϕ ϕ
ω

∈ +∞

 − − −
= − ≤ ≤ − 

 
 

Поскольку последние две задачи имеют практи-

чески одинаковый вид (разница лишь в знаке перед 

ϕ  и ( )1sign z ), без ограничения общности рассмот-

рим случай 1 0u < . В силу 0ϕ >  для  

( ) ( )
1 1

1 ,
1 1

z
u

z

t t

ϕ ϕ
ε ε

 − − −
− +


∈ 

 
 

справедливо 

� ( ) 1 1
1

1 1

1

1

1

1

1

1 1

1
min 1, max 1, ,

2

ϕ

ϕ ϕ
ω

ϕ ϕ
ε ε

ε

 − − −
= − ≤ ≤ − = 

 

    − − −
= − − − −         

z z
P P

tu tu

z z

tu tu

u

 

в остальных случаях последняя функция равна нулю. 

Последнее выражение можно переписать в виде 

� ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

1 1
1

1 1
1

1

1

1

1 1
1

1

1
1

1

1

1

1, , ,
1 1

max , ,1
1 11 ,

2

,
1

, , ,
1 1

,1 11 ,
2

min ,
1

ϕ

ϕ ϕ
ε ε

ϕ ϕ
ϕ ε εε

ε
ϕ

ε

ϕ ϕϕ
ε ε ε

ϕ
ϕ εε

ε
ϕ

ε

=

− − −

+ −

 − − − 
  − − +− +    

 
−

+
=

− − −
−

− +

 
∈  

  


∈

− −
 − −








 
∈  

  


∈ 

 −− + 
 

− −

−

NP

z z

t t

z z
z

t t
t

z

u

u

u

u

u

t

z z

t t t

z
z t

t
z

t

u

u

u

( )
1 .

1

ϕ
ε



















  − 
  

+ 



  

z

t

 

Пусть выполнено 1zϕ ε≥ , в этом случае 

( ) ( )
1 1

1 1

z z

t t

ϕ ϕ
ε ε

− − −
≤

+ −
 и последнее выражение запишется  

� ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 1
1

1

1 1
1

1 1 1
1

1

1
1 , , ,

2 1 1

1, , ,
1 1

1
1 , , .

2 1 1

ϕ

ϕ ϕ ϕ
ε

ε ε ε

ϕ ϕ
ε ε

ϕ ϕ ϕ
ε

ε ε ε

=

  − − −
− +  

− +  


− − −
= 

+ −


 − − − − − − − +  − + 

 
∈  

  

 
∈  

  

 
∈  

  

P

z z z

t t t

z z

t t

z z z

u

t

u

t

u
u

u
tu

 

Из последнего выражения видно, что  

( ) ( )
1 1*

1 ,
1 1

z
u

z

t t

ϕ ϕ
ε ε

 − − −
+ −


∈ 

 
, 

т. е. оптимальным является любое управление из 

отрезка, поэтому справедлив, 
( )

1*
1

1

z

t
u

ϕ
ε

−
=

−
. Пусть 

выполнено 1zϕ ε≤ , в этом случае 
( ) ( )

1 1

1 1

z z

t t

ϕ ϕ
ε ε

− − −
≥

+ −
 и 

� ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 1
1

1

1 1
1

1

1 1 1
1

1

1
1 , , ,

2 1 1

, , ,
1 1

1
1 , , .

2 1 1

ϕ

ϕ ϕ ϕ
ε

ε ε ε

ϕ ϕϕ
ε ε ε

ϕ ϕ ϕ
ε

ε ε ε

=

  − − − −
− +  

+ +  


− − −

 
∈  

  

 
∈  

  

 
∈


= −

− +


 − − −
 

− − − +
  

  − − 

P

z z z

t t t

z z

t t t

z z

u

u
u

u

z

t

u

u
tut
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Из последнего выражения видно, что 

( )
1*

1
1

z

t
u

ϕ
ε

− −
+

= , так как первая ветвь убывает, а вто-

рая и третья — возрастают по 1u  и выполнено 

�*
1 1

u ut t

ϕ ϕ
ε ε

− ≥ −  при 1zϕ ε≤ , где �

( )
1

1
1

z

t
u

ϕ
ε

−
=

−
. Прово-

дя аналогичные действия для 1 0u > , получаем (5). 

Утверждение доказано. 

Доказательство утверждения 2. 

Подставим оптимальное управление (5) в выра-

жение для ( )1 2
1 1 1,W z zϕ : 

1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

1 2
1 1 11 2

1 1 1 1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

( , )

| ( ) | ,1,

| |,

1
, | ( ) | ,

| ( ) |
| |,

0, | | .

ϕ

ϕ ε

ϕ

ϕ ε
ϕ ε

ϕ ε
ϕ

ϕ

=

≥ + +


> +
 +

< + +
+ + += 

> +


≤ +



W z z

z t t z

z t z

z t t z
z t t z

z t z

z t z

 

Таким образом в случае 
1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

| |

| ( ) |

z t z

z t t z
ε

+
<

+ +
 функ-

ция выигрыша принимает вид (6), а в противном 

случае — (7). 

Утверждение доказано. 

Доказательство теоремы 1. 

Из второго пункта утверждения 2 имеем  

1 2
1 1 11 2

1 1 1 1 2
1 1 1

, | | ,
( , )

1

0, | | .

z t z
W z z

z t z

ϕ ϕ

ϕ

+ ≤
= 

+ >
 

Подставим в последнее выражение 1
0z  и 2

0z  в 

соответствии с (1): 

( )
( )

1 2
1 11 2

1 0 1 2
1 1

0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0

1 ), | ( | ,
(

1
, )

0, | ( | .
,

) 1

ϕ
ω ϕ

ω ϕ

+ + +

+ +

 + ≤
= 

+ > +

z t ut z t
W z z u

z t t z t u
 

Для определения математического ожидания 

функции 0
1 2

1 00( , ),W z z uϕ  воспользуемся методикой 

[1]. Введем систему гипотез, образующую полную 

группу несовместных событий  

( ){ }1 2
1 10 0 0 0 01)( | ,1|H z t t z ut ω ϕ+ ++ ≤+=  

( ){ }1 2
2 10 0 0 0 01)( | ,1|H z t t z ut ω ϕ+ ++ >+=  

и воспользуемся формулой полного математическо-

го ожидания 

( )( )
0 0

0

1 2
1 0

1 2
1 0 010 0

( , )

|

,

)( | .1

ϕ

ω ϕ

  = 

= + ≤+ + +

M W z z u

P z z ut t t
 

Оптимальное управление на 0k =  шаге опреде-

ляется в результате решения задачи 

0

*
0 1 0 0 0 0 0

1 2 1 2argmax ( , ) | ., ,
u

u M W z z u z zϕ =    

Поставленная задача стохастического про-

граммирования схожа с задачей (4). Из утвержде-

ния 1 получаем 

( )

( )

( )

( )

1 2
0 1 0 0 1 2

0 1 0 0

1

1 2
0 1 0 0 1 2

0 1 0 0

1

* 1 2
0 1 0 0

1 2
0 1 0 0 1 2

0 1 0 0

1

1 2
0 1 0 0 1 2

0 0

1

0

1 0

( )
, ( ) ,

(1 )

( )
, ( ) ,

(1 )

0, ( ) ,

( )
, ( ) ,

(1 )

( )
, ( )

(1 )

ϕ ϕ
ε ε

ϕ ϕ
ϕ

ε ε

ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ

ε ε

ϕ

ε

− − + +
+ + ≥

+

− + +
≤ + + ≤

−

= − ≤ + + ≤

− − + +
− ≤ + + ≤−

−

− + +
+ + ≤ −

+

z t t z
z t t z

t

z t t z
z t t z

t

u z t t z

z t t z
z t t z

t

z t t z
z t t z

t
.

ϕ
ε

















 

Подставляем *
0u  в 0 0

1 2
1 0,( , )M W z z uϕ   , получаем 

1 2

1 2
1

1 2
11

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
2

1

( , )

1, | ( ) | ,

1
, | ( ) | .

| ( ) |

ϕ

ϕ ε
ϕ ε

ϕ ε
ϕ ε

=

≥ + +


= + < + + + + +

W z z

z t t z

z t t z
z t t z

 

Теорема доказана. 

Доказательство леммы 1. 

Исследуем выражение (9). Так как функция выиг-

рыша имеет смысл вероятности некоторого собы-

тия, справедливо неравенство 1
1 0 00 ( , ) 1.M W z uϕ ≤ ≤   

Рассмотрим функцию 0 0 0( ), ,uM zϕ ω : 

( )

0 0

0 1 0 0

0 1 0

2
1 0

0

0 1 0

( )

1

( ) (1 )

1 ( ) (1 )
ln .

2 ( ) ( ) (1 )

, ,ϕ

ϕ ε
ϕ ω ε

ϕ ε ϕ ε

ω

ε ϕ ε

=

 +
= = + + + + 

+  + + + +
=  + + + + − 

M z

M
z t t u

z t t u

t t u z t t u

u

 

В данном случае наличие модуля под знаком ма-

тематического ожидания несущественно. Нетруд-

но заметить, что выполнены неравенства  
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0 000 ( , ), 1uM zϕ ω< <  и ( )0
ˆ0 1P uϕ≤ ≤ . 

С учетом этих неравенств имеем  

( )1
1 0 0 0

ˆ( , ) 1 1.M W uz u Pϕ
ϕ  = = ⇔  

Отсюда следует эквивалентность задач (10) и 

(11) по управлению 0u . 

Лемма доказана. 

Доказательство теоремы 2. 

Согласно лемме 1 задача поиска оптимального 

управления на шаге 0k =  эквивалентна задаче  

( ) ( )
0

*
0 10 0 0arg max .1

u
u P z t t u

ϕ
ε

ω+ + = ≤ 
 

+
 

Последняя в соответствии с утверждением 1 и 

с учетом ограничений на состояние 1
0z  

имеет решение  

1
0 1 11

02
1

1
0 1

0 2
1

* 1
0 0

1
0 1

02
1

1
0 1 1 1

0 2
1

/ ( )
, ,

( )(1 )

/
, ,

( )(1 )
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/
, ,

( )(1 )

/ ( )
, .

( )(1 )

z t t t
z

t t t

z
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t t

u z

z
z

t t

z t t t
z

t t t

ϕ ε εϕ ϕ
ε ε ε

ϕ ε ϕ ϕ
ε ε ε

ϕ ϕ
ε ε

ϕ ε ϕ ϕ
ε ε ε

ϕ ε εϕ ϕ
ε ε ε

− − + ≤ ≤   + +  
 −

≤ ≤
+ −


= − ≤ ≤


 − −

− ≤ ≤ − + −
 − +  ≤ ≤ −  + +

+

+
−

  
 

Теорема доказана. 
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