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Гибридная модель развития  

локально взрывообразного  

популяционного процесса насекомого* 

А. Ю. ПЕРЕВАРЮХА 

Аннотация. Взрывообразное развитие популяционного процесса, характерное  

для значительного числа видов насекомых, остается одним из опасных исследуемых 

экологами явлений. Для подобных ситуаций трудно выработать эффективные меры 

противодействия, и их последствия описываются как опустошающие нашествия 

вредителей. Предлагается непрерывно-дискретная система для формализации 

изменений выживаемости в жизненном цикле насекомого, запускающих спонтанное 

развитие кратковременного популяционного скачка с преодолением первого порогового 

уровня численности. Моделируется документированный энтомологами сценарий 

стремительного затухания после достижения предельной плотности вредителя  

с применением функционала, трансформирующего свойства притягивающего множества 

мультистабильной динамической системы. Применение оригинальных вычислительных 

структур должно способствовать анализу внезапных критических переходов между 

фазами вспышки. 
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 Введение
*
 

Учащаются экологические коллизии, связанные с 

проникновением чужеродных видов-вселенцев. Да-

леко не каждое появление нового вида влечет серьез-

ную угрозу и может оказаться замеченным только 

кропотливыми зоогеографами. После вселений опи-

сывается достаточно вариативный характер динами-

ки. Численность некоторых видов может резко пре-

высить равновесный уровень экологической ниши и 

уменьшаться не сразу, осциллятивно приближаясь к 

равновесию. Подобная ситуация находится в рамках 

допустимого уровня естественной эволюции биоло-

гических сообществ и удовлетворительно согласовы-

вается в рамках известных математических моделей 

динамики популяций. Среди объяснимых среднемно-

голетних флуктуаций встречается экстраординарное 

развитие событий, на продолжительное время нару-

шающее стабильность трофических взаимосвязей в 

экосистемах. Анализ информации о подобных гроз-

ных явлениях, пусть даже случившихся много лет 

назад, актуален для построения математических мо-

делей и формирования на их основе теоретических 

обоснований для прогнозов.  

                                                           
 * Работа выполнена в рамках проекта РФФИ № 14–01–31020 

для молодых ученых. 

В многообразии обсуждаемых экологами разно-
видностей популяционной динамики наиболее впе-

чатляющим для обычного наблюдателя оказывается 

стремительное многократное увеличение численно-
сти одного вида. Взрывообразный скачок интересен 

тем, что противоречит рациональной логике разви-
тия экологических процессов. Обратные связи и 

комплекс регулирующих факторов приводят экоси-

стему в одно из возможных равновесных состояний 
или к устоявшейся последовательности циклических 

изменений, изученных основателями популяцион-

ной экологии. 
Представление об экспоненциальном росте чис-

ленности, столь же неотвратимом как цепная реакция 
деления ядер урана, как и другие мальтузианские 

выводы, давно подвергнуто критике. Чаще наблюда-

ется увеличение численности вселившегося вида, но 
происходящее с постепенно уменьшающейся скоро-

стью. В данном контексте специалистами обсужда-

ются отнюдь не ежегодные явления, как весенний 
массовый вылет мошки на Нижней Волге, представ-

ляющей неприятность только для рыболовов.  
Для некоторых видов насекомых описываются 

нашествия в количестве достаточном для уничто-

жения растительности в его очаге. В июле 2014 г. 
пресса сообщает о вырубке 11 тыс. га леса в Мос-

ковской области из-за рекордной активности короеда 
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Ips typographus. Для растительных сообществ неод-

нократно документированы масштабные разруши-
тельные последствия от попадания новых вредите-

лей. Из-за случайного выпуска непарного шелко-

пряда Lymantria dispar на восточное побережье Се-
верной Америки, где 36 млн га леса к 1924 г. под-

верглись дефолиации из-за его гусеницы [1], которая 

способна питаться на трехстах видах растений, что 
редко для энтомофауны. Более практично рассмот-

рение случая инвазии насекомого-монофага. 

Помимо насекомых вредителей леса (филлофа-

гов) к вспышкам численности способны другие бес-

позвоночные: крабы, моллюски, медузы и необяза-

тельно это бывают недавние вселенцы. Задача моде-

лирования экспансии вида требует отдельного изу-

чения запускающих вспышку факторов, нарушаю-

щих механизмы регуляции численности. В качестве 

спускового крючка в разных ситуациях специалисты 

рассматривали ослабление пищевой конкуренции 

из-за изменения биохимического состава листвы или 

хвои, необычное увеличение плодовитости из-за 

ускоренного развития гусениц, снижения смертно-

сти на критических стадиях развития или редкое 

независимое совпадение сразу нескольких ординар-

ных погодных условий [2].  

Опираясь на анализ сведений о вспышках ло-

кально перемещающихся насекомых, в настоящей 

работе мы предлагаем дискретно-непрерывную вы-

числительную модель, которая описывает эффект 

быстрого самопроизвольного перехода от апериоди-

ческих флуктуаций к фазе взрывообразного процес-

са на ограниченном интервале времени с после-

дующей фазой спонтанного затухания. Для модели-

рования переходов между фазами популяционного 

процесса использован метод реализации качествен-

ных метаморфозов аттракторов мультистабильной 

динамической системы.  

1. Динамический подход 

к популяционным процессам 

Для математического представления сложных пе-

реходных состояний и резких колебаний интересны 

нелинейные модели с бифуркационным параметром, 

где под действием незначительного изменения одно-

го управляющего коэффициента происходит качест-

венное изменение режима поведения траектории. В 

дискретных и непрерывных динамических системах 

происходят бифуркации при выполнении различных 

критериев. Оценивая практическую применимость 

свойств нелинейных моделей, необходимо опреде-

лять возможные типы бифуркаций. Появление би-

фуркаций далеко не всегда очевидно на этапе по-

строения сложной модели, в которую включено зна-

чительное количество параметров. 

Австралийский статистик П. Моран [3] предло-

жил для динамики численности вида с неперекры-

вающимися поколениями (живущими не более одно-

го репродуктивного сезона) подход к построению 

модели, способный демонстрировать циклические 

автоколебания независимо от взаимодействия с дру-

гими видами. Моран сопоставляя данные наблюде-

ний отметил, что циклические колебания изолиро-

ванных популяций некоторых видов происходят 

синхронно по всему ареалу обитания, следователь-

но, должны объясняться внутрипопуляционными 

особенностями регуляции (эффект Морана). 

Независимо от Морана реальные математические 

функции для описания зависимости текущего и про-

дуцируемого поколения позднее обсуждались в их-

тиологии. В 1974 г. часть его выводов переоткрыл 

Р. Мэй, применив более совершенную вычислитель-

ную технику. Дискретные модели на основе наборов 

итераций вида 1 ( )j j
n nN f N+ = , (где n обозначает по-

рядковый номер поколения численности N в попу-

ляции вида j) позволяющие описывать флуктуации, 

широко применялись в практике прогнозирования. 

Для обсуждения возможностей дальнейшего приме-

нения нелинейных эффектов в динамических сис-

темах необходимо рассмотреть свойства функции 

Морана—Рикера в итерационном виде: 

 1 ,nbN
n nN rN −
+ = e  (1) 

сравнив их с менее известной двухпараметрической 

популяционной моделью Дж. Шепарда: 

 1 ,

1

n
n

n

rN
N

b
N

K

+ =
 +  
 

 (2) 

где параметр 1r >  рассматривается как мера репро-

дуктивного потенциала популяции, параметр b отра-

жает действие лимитирующих факторов среды при 

повышении численности популяции. Для итераци-

онной системы (1) имеет смысл 0 1.b< ≪  Величина 

K в модели (2) учитывает некоторую пороговую чис-

ленность, связанную с понятием емкости экологиче-

ской ниши и аналогична по сути интерпретации па-

раметру K в самой известной модели ограниченного 

роста популяции — уравнении Ферхюльста: 

 1 .
dN N

rN
dt K

 = − 
 

 (3) 

Выбор квадратичной формы зависимости в (3) не 

был основан на эмпирических наблюдениях. Неодно-

кратно проводился поиск сходства решения (3) с ре-

альными данными. Заданная решением уравнения 

Ферхюльста кривая описывает идеалистический сце-

нарий развития популяции, где в состоянии / 2N K=  

скорость ее роста начинает уменьшаться и числен-



Системный анализ в медицине и биологии  А. Ю. Переварюха 

96 Труды ИСА РАН. Том 65. 2/2015 

ность монотонно приближается к K . В ситуации 

насекомых фитофагов, где пищевой ресурс и места 

размножения одно и тоже, характерно не столь 

плавное уравновешивание.  

Проблема претендующей на универсальность 

модели (3) еще и в том, что динамика вида вселенца 

может резко отличаться в разных регионах. В работе 

[4] об особенностях распространения Dreissena poly-

morpha классифицировано пять типов динамики ее 

инвазии, из которых более характерен при стреми-

тельном расселении в Северной Америке тип 

«взрыв-истощение» (Boom-bust).  

2. Значение бифуркаций 

в популяционных моделях 

Динамические модели, как и биологические по-

пуляции в процессе инвазии, тоже способны демон-

стрировать разнообразное поведение, но изменяю-

щееся по фундаментальным математическим прин-

ципам. Выполняющая роль оператора эволюции 

динамической системы функция в правой части (1) 

( )y f N=  есть куполообразная кривая c нулевой 

асимптотой, и обладает интересными свойствами. 

Пусть (1) задает последовательность точек 0... iN N , 

описывающих изменение состояния популяции на 

ограниченном интервале значений I . Эволюция 

диссипативной динамической системы во времени 
( ){ ( )}t

t Tf N ∈  представляется движением точек в фа-

зовом пространстве к некоторому замкнутому инва-

риантному его подмножеству A , (называемому ат-

трактор) и притягивающему все точки, принадле-

жащие его области притяжения AΩ : 

( ), : lim ( ) .t
A

t
t T u f u A

→∞
∀ ∈ ∀ ∈Ω =  

Функциональные итерации функций имеющих 

хотя бы один максимум могут иметь аттракторы од-

ного из трех топологических типов [5], трансформа-

ции между которыми необходимо учитывать при 

описании возможностей моделей. 

Для (1), (2), (3) область притяжения единствен-

ного аттрактора составляет весь интервал. Регуляр-

ным аттрактором для дискретного отображения 

:f →I I  считается состояние равновесия с непод-

вижной точкой N
*
: ( ) *lim ( )t

t
f u N

→∞
=  или устойчивый 

цикл, соответствующий режиму периодических ав-

токолебаний. Качественное поведение (1) зависит 

только от одного параметра r, являющегося управ-

ляющим. До определённого значения r, не превы-

шающего бифуркационное 1r
⌢

, траектория стремится 

к точечному аттрактору * lnN r b= . Первый мета-

морфоз поведения происходит, когда производная, 

вычисленная в неподвижной точке * *( )f N N= , пе-

рестаёт удовлетворять критерию устойчивости: 
*'( ) 1.f N <  Для (1) это происходит при выполнении 

условия 2 :r > e  

* * 2
1

'( ) ,

'( ) 1 ln , '( ) 1, .

bN bNf N re bRre

f N r f N r

− −= −

= − = − = e
⌢  

После превышения 1r
⌢

 динамическая система стре-

мится в устойчивое циклическое состояние с перио-

дом 2p = , возникает аттрактор, состоящий из двух 

периодических точек, которые будут неподвижных 

точками для дважды вычисляемой ( ( ))f f N  и разде-

ляющий I  на субинтервалы 0 1 2, ,p p pI I I . Попадание 

начальной точки 0N в альтернативный субинтервал 

изменит порядок обхода цикла. Далее увеличивая r, 

будем наблюдать рост амплитуды колебаний. Дос-

тижение 2 12.5093r >
⌢

 вызовет вторую бифуркацию 

удвоения периода и установится цикл 4p = , которо-

му будут притягиваться все точки за исключением 

потерявших устойчивость предыдущих периодиче-

ских точек и их прообразов. Уже при = 14.2443r  

происходит следующая бифуркация с переходом к 

циклу 8.p =  При дальнейшем увеличении c быстро 

сокращающимися интервалами между бифуркацион-

ными значениями [ ]1, 0i ir r+ →
⌢ ⌢

 реализуется каскад 

бифуркаций удвоения 2 , 0...ip i= = ∞ , имеющий уни-

версальные характеристики сокращения интервалов 

между соседними бифуркациями [6]. В теории ре-

нормализации доказано существование предельного 

значения crr
⌢

, когда невозможно выделить замкнутого 

цикла, все циклы существуют, но неустойчивы [7].  

Изменения в поведении итераций не раз отмеча-

лись в популяционных моделях. Обсуждалось увели-

чение репродуктивной активности, приводящее к 

нестабильности, но апериодические свойства объяс-

няются исключительно строением предельного мно-

жества траектории в момент crr
⌢

накопления каскада 

бифуркаций. Объект представляет собой замкнутое, 

не содержащее как внутренних, так и изолированных 

точек множество — совершенное канторовское мно-

жество. Подобный фрактальный (называемый стран-

ным) аттрактор составляют точки за исключением 

множества потерявших устойчивость образовавших-

ся при бифуркациях периодических точек и всех то-

чек, которые под действием оператора эволюции 

отображаются в эти периодические точки. Далее на-

блюдается чувствительный к начальным условиям 

детерминированный хаос, внешне похожий на сто-

хастический процесс. Чувствительность наблюдается 
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потому, что нигде не плотное множество канторов-

ского аттрактора содержит в любой окрестности точ-

ки, принадлежащие периодическим траекториям 

неустойчивых циклов, потому любые две близкие 

начальные точки окажутся в разных субинтервалах, 

длина которых ( )max 0,n
iI n→ →∞ . 

Прохождение значения crr
⌢

 вычислительно опре-

деляется по установлению характерного для хаоти-

зации экспоненциального разбегания близких траек-

торий, но это явление ограничивает прогностические 

возможности популяционной модели.  

Изменения при переходе в хаотический режим вы-

глядят как начало все более нерегулярных флуктуаций 

с возрастающей амплитудой. Для практики парамет-

ризации моделей важно, что сценарием хаотизации 

через бесконечный каскад удвоений 2ip =  нелиней-

ные эффекты в (1) и (2) не заканчиваются. При crr r>
⌢

 

из-за того, что для (1) реализуется последовательность 

касательных бифуркаций, в ограниченных диапазонах 

наблюдаются окна периодичности, которые начина-

ются с любых циклов, в том числе 2 1, 2... .p i i= − = ∞  

Нечетные циклы испытывают удвоения. В некоторый 

момент tr
⌢

 окно резко закрывается с моментальным 

восстановлением хаотического аттрактора. Происхо-

дит разновидность кризиса аттрактора, явления выде-

ленного помимо бифуркации как особое моменталь-

ное перестроение его структуры.  

Важно, что подобное поведение не есть осо-

бенность выбранной для моделирования итерации 

1
nbx

n nx rx −
+ = e . Каскад бифуркаций а аналогичными 

свойствами реализуется для итераций 1 1sinn nx r xπ+ +=  

и является свойством класса функциональных итера-

ций, удовлетворяющих критериям теоремы Синжера. 

Порядок сосуществования циклов всевозможных пе-

риодов описывается фундаментальной для теории ди-

намических систем теоремой А. Н. Шарковского [8]. 

Любые виды качественной динамики и их изме-

нения в биологических моделях должны получить 

интерпретацию и экологическое обоснование. Рас-

смотренные итерации, демонстрирующие качест-

венные метаморфозы поведения траектории при 

вариации параметров, применялись в качестве со-

ставляющих в модели короткоцикловых анадромных 

рыб. Анализ (1) приведет к выводу, что повышение 

плодовитости ведет к апериодическим флуктуациям. 

В модели Шепарда все не так, потому как устойчи-

вость аттрактора * 1bN K r= −  зависит от двух па-

раметров r, b. Бифуркации появления из стационар-

ной точки усложняющихся циклических колебаний 

происходят в (2) при увеличении показателя b , от-

вечающего по смыслу за степень воздействия нега-

тивных факторов среды. При 2b ≥  (2) удовлетворя-

ет критериям Синжера аналогично функции Мора-

на—Рикера. Несмотря на то, что в (2) заложено дру-

гое экологическое обоснование, качественная картина 

изменений происходит согласно теории ренормали-

зации одинаковым образом. В описанном бифурка-

ционном сценарии динамика двух моделей взаимно 

противоречива при сущностной популяционной ин-

терпретации, ведь параметр сопротивления среды b (1) 

не влияет на топологические характеристики фазового 

портрета.  

Нелинейные особенности динамики представля-

ют трудности для построения моделей с применени-

ем различных методов аппроксимации данных на-

блюдений. Если мы представляем биологическую 

популяцию не как стохастически обусловленную 

сущность, но как эволюционирующую под влиянием 

функциональной зависимости детерминированную 

систему, то по данным наблюдений нам приходится 

говорить о проблеме реконструкции свойств ее при-

тягивающего множества.  

3. Сценарий взрывообразного 

популяционного процесса 

Вычислительное моделирование вспышки чис-

ленности попавшего в новую среду вида насекомого 

подразумевает теоретическое объяснение особых 

нетривиальных свойств динамики, что обусловило 

разработку оригинального подхода к построению 

вычислительного аппарата.  

Типичные причины сценария внезапных вспы-

шек фитофага анализировались в работе [9] о чис-

ленности австралийской листоблошки Cardiaspina 

albitextura (рис. 1).  

Л. Р. Кларк выделил семь этапов развития попу-

ляционного процесса для питающейся на эвкалип-

товых деревьях листоблошки. В обычном состоянии 

ее численность в среднем псевдостабильна и огра-

ничена из-за хищников (птиц, муравьев) и специфи-

ческих паразитов, действующих на отдельных ста-

диях жизненного цикла. Потом из-за случайных 

совпадений погодных условий уменьшается удель-

ное давление естественных врагов на скопления на-

секомых, и популяция на этапе II достигает отме-

ченного пунктиром порогового уровня, когда основ-

ные паразиты наездники семейства Encyrtidae не 

могут эффективно регулировать численность лис-

тоблошки на стадии нимф. В результате интенсивно-

го размножения личинками насекомого существенно 

повреждается растительность. В дальнейшем на 

этапе V число откладываемых яиц превышает коли-

чество необходимой для их питания древесной ли-

ствы, что увеличивает зависящую от плотности 

смертность на ранней стадии и численность листоб-

лошки быстро уменьшается ниже первого порогово-
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го уровня, так как в условиях вспышки создаются 

благоприятные возможности для размножения на-

ездников Encyrtidae. В некоторых районах возможна 

повторная вспышка численности, что по предполо-

жению Кларка связано с меньшей плотностью эвка-

липтов при слабой способности взрослых C. Albitex-

tura к перемещению и псевдостабилизация происхо-

дит на более высоком уровне численности. 

Таким образом, типичный сценарий начала вспыш-

ки противоречит следствию из модели Ферхюльста о 

достижении состояния популяции ''( ) 0f N = , приво-

дящего к обязательному снижению скорости роста 

при ''( ) 0f N < . Наблюдения за этапами вспышки 

обосновывают вопреки заложенной в (3) логике су-

ществование значения численности, после превы-

шения которого прирост резко увеличивается. Поро-

говое значение не должно быть банально достижимо 

из любого другого состояния популяционной моде-

ли, в противном случае вспышки численности одно-

го вида наблюдались бы гораздо чаще. 

4. Уравнения роста  

и смертности поколений 

Для разработки моделей популяций насекомых 

согласно описанию рис. 1 система уравнений вида 

«хищник-жертва» вряд ли применима, так как хищ-

ников и паразитирующих видов несколько и сложно 

описать особенности динамики популяций хищни-

ков, избирательно действующих в отношении яиц, 

нимф или половозрелых особей. Обоснованно нали-

чие для модели неустойчивого равновесия в популя-

ционном процессе, преодоление которого начинает 

фазу стремительного увеличения. Подходящим для 

задачи моделирования описанного Кларком явления 

представляется развитие методов формализации 

эффективности репродуктивного цикла с измене-

ниями в роли факторов смертности на последова-

тельных стадиях развития. Необходимо реализовать 

дифференцированное описание силы действия фак-

торов еще и в разных состояниях популяции. 

Представим, что отрезок между репродуктивны-

ми циклами непрерывного времени имеет фиксиро-

ванную длину [0, ]T . Численность поколения можно 

описывать от некоторой начальной (0)N генерации 

дифференциальным уравнением, вычисляя на краю 

промежутка количество особей S , доживших до 

следующего момента размножения:  

 ( (0) ) ( ), [0, ].
dN

N N t t T
dt

α β= − + ∈  (4) 

Численное решение задачи Коши (4) с двумя ко-

эффициентами мгновенной смертности  и α β  зада-

ет аналогичную предложенной Мораном куполооб-

разную кривую зависимости восполнения поколе-

ний ( (0)), (0)S N Nϕ += ∈ℤ  c нулевой горизонталь-

ной асимптотой и единственным нетривиальным 

пересечением с биссектрисой координатного угла 
*S . Сильная зависимость смертности от первона-

чальной численности представляется не характер-

ной для насекомых вредителей растений. Уравнение 

(4) более актуально для случая проявления канниба-

лизма со стороны взрослых особей, как у некоторых 

хищных рыб. 

 

Рис. 1. Популяционная динамика вспышек C. Albitextura из [9] 
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Положим, что рост особей ( )w t  в раннем онто-

генезе лимитирован доступностью невозобновляе-

мого ресурса q , замедляясь с увеличением числа 

его потребителей. Подобное предположение было 

использовано в модели для учета роста молоди рыб 

в работе [10] в виде простой обратной зависимости 

от текущей численности.  

Уравнение условного развития опишем с обратной 

дробно-степенной зависимостью и поправкой δ : 

 
23

.
( (t) )

dw q

dt N δ
=

+
 (5) 

Первый член в правой части (4) модифицируем с 

учетом увеличения потребления ресурса: 

 2( ) ( ) ( )
dN

w t N t N t
dt

α β= − − . (6) 

Объединяя в одну сиcтему (5), где показатель 

дробной степени в знаменателе можно рассматривать 

и как настраиваемый параметр, с уравнением (6) 

можно в вычислительной среде получить кривую с 

одним максимумом и ненулевой асимптотой. Полу-

чить траекторию системы можно переопределяя на-

чальные условия уравнений на концах непрерывных 

промежутков 1(0) , (0) ,n nN S w constλ+ = =  где λ  сред-

няя плодовитость популяции. Таким методом мы 

зададим для анализа фазового портрета дискретную 

траекторию, где роль оператора эволюции выполняет 

численное решение системы дифференциальных 

уравнений на заданном промежутке времени.  

Дискретно-непрерывное представление исполь-

зовалось для подхода к моделированию популяци-

онного процесса в работе [11] в виде системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений с 

импульсами, учитывающими появление особей но-

вых поколений в фиксированные моменты времени, 

когда смертность имеет непрерывный характер. 

Обоснованным развитием подхода можно предста-

вить непрерывно-событийную структуру, где изме-

нения происходят при достижении особых условий 

внутренних переменных системы. Реализовать пре-

дикативную структуру возможно с применением 

методов современной теории гибридных систем 

[12]. Отличие в том, что если представить сложную 

скачкообразную эволюцию процесса в виде графа с 

переходами, то гибридная система может рассмат-

ривать переходы не между состояниями, а между 

поведениями.  

Перед тем как предложить способ моделирова-

ния изменений по ходу жизненного цикла (которые 

для бабочек и листоблошек, как известно, разные), 

нужно оценить и описать особым образом в модели 

действие вносящих нелинейность экологических 

эффектов, наблюдаемых в популяционной динамике. 

5. Описание ограниченных 

популяционных эффектов 

Помимо известных изменений аттракторов для 

моделирования биологических процессов интересны 

трансформации, которые могут испытывать области 

притяжения. 

Повышение численности приводит к исчерпанию 

ресурсов. В уравнении Ферхюльста (3) это ведет к 

плавному замедлению темпа роста популяции и ста-

билизации, но, как описано выше, для насекомых 

более правдоподобна фаза стремительного снижения 

численности. Репродуктивный процесс при низкой 

численности аналогично имеет свои нелинейные 

особенности. Любой случайно вселившийся вид в 

новую среду проходит этап существования при ма-

лой группе особей «бутылочного горлышка», перед 

тем как продемонстрировать стремительное увели-

чение. Хорошо описана только динамика видов, за-

крепившихся в экосистеме, но застрявших в изгибах 

бутылочного горлышка вероятно никак не меньше. 

В популяционной экологии широко обсуждается 

по данным различных наблюдений проявление в 

инвазионном процессе действие принципа, назван-

ного по фамилии эколога В. Олли или иначе «эф-

фекта агрегированной группы» [13]. Замечено по-

вышение выживаемости молодняка в группе особей 

при том, что такая скученность увеличивает пище-

вую конкуренцию взрослых. Такой эффект объяснял 

необходимость крупных скоплений птиц и травояд-

ных млекопитающих. Соответственно, в малочис-

ленных группах эффективность воспроизводства 

будет непропорционально снижаться и специали-

стами дискутируется наличие для популяций раз-

ных видов наличие критически низкого значения, 

что особенно важно для промысловых биоресурсов. 

Многим вредителям для преодоления химической 

защиты растений требуется массовость, потому не 

раз проникавший в Америку короед Ips typographus 

не закрепился там. Современные исследования [14] 

на примере данных о географии распространения и 

плотности бабочек непарного шелкопряда L. dispar 

показывают значимость эффекта Олли для динами-

ки вселившегося насекомого фитофага из-за про-

блем поиска партнера в пригодных для размноже-

ния местах.  

В уравнение убыли мы включили два коэффици-

ента смертности: прямо зависящий от плотности 

популяцииα  и независимый β . Если α  учитывает 

быстрейшее исчерпание необходимых для развития 

ресурсов по мере повышения числа личинок, то при 

низкой плотности достигших стадии размножения 

имаго S имеет смысл учитывать потери воспроиз-

водства от неоплодотворенных самок. Дополним  

β  в (6) функционалом:  
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2( ) 1 exp( ),lim ( ) 1, (0) 2.SS S Sσ →∞ Ψ ΨΨ − = == +  (7) 

где 1σ <  отражает степень выраженность эффекта 

Олли. Убывающий функционал быстро стремится к 

единице и далее не влияет на вычисление ( )N T , 

когда численность продуцирующих поколение имаго 

соответствует среднемноголетнему оптимуму. Зави-

симость с учетом (7) получит дополнительное пере-

сечение с биссектрисой, которое станет для динами-

ческой системы неустойчивым отталкивающим рав-

новесием RS , а точка начала координат (0,0) приоб-

ретет устойчивость: { }: lim ( ) 0.
tR

t
S S Sϕ

→∞
∀ < =   

6. Моделирование стадий цикла 

неполного превращения 

Развиваемый подход к моделированию должен 

учитывать, что жизненный цикл насекомых включа-

ет стадии с разными физиологическими и экологи-

ческими особенностями, между которыми происхо-

дят метаморфозы. В работах о возможных причинах 

вспышек изначально малочисленного насекомого 

отмечается, что для каждой стадии требуются опре-

деленные ресурсы и есть специфические хищники. 

Современные вычислительные средства позволят 

реализовать концепцию ступенчатого описания ди-

намики поколения соответственно стадиям яйца, 

нимфы и имаго для вида с неполным циклом пре-

вращений. Подход предполагает выделение физио-

логического метаморфоза как события, обусловлен-

ного достижением особого состояния в пространст-

ве переменных непрерывной модели. Дискретные 

моменты событий будут разбивать время на после-

довательность кадров, в которых изменяется ско-

рость убыли ( )N t . Систему с динамически переоп-

ределяемой правой частью построим на основе мо-

дификаций ОДУ (6) и условий завершения их ак-

тивности: 

 

1

2

3 3

( ( ) ( ) ) ( ),

( ) / ( ) ( ), ,

( ) ( ) ( ), ( ) ,

w t N t N t t
dN

N t w N t t
dt

w t N t N t w t w

α β τ

α τ β τ

α ζ

− +Ψ <


= − − >
− − <

 (8) 

где τ  — длительность первой стадии с эндогенным 

питанием, далее модель описывает выживаемость 

стадии, где достигнутый показатель развития ( )w τ  

уменьшает смертность, продолжающуюся по дос-

тижении порогового уровня 3w . В уравнение для 

старшей стадии развития введено небольшое запаз-

дывание .ζ τ<  Экологически обосновано, что ин-

тервал действия зависящих от плотности факторов 

смертности не является теперь постоянным и может 

растягиваться при замедлении скорости развития 

личиночных стадий. 
Алгоритмическая реализация непрерывно-собы-

тийной структуры вычислительной модели основана 
на специально организованных кадрах модельного 
времени, которые описаны в предыдущей работе о 
модели деградировавшей популяции севрюги Acipen-
ser stellatus [15]. Структура представляется конечным 
множеством режимов изменения состояния и пере-
ходов между ними. Переходам соответствует усло-
вие завершение активности и правило переопреде-
ления начальных условий для решения задачи Коши 
на следующем кадре времени с выбранным видом 
правой части. 

Вычислительные средства для исследования пре-
дикативно переопределяемых гибридных систем 
развиваются научными группами Ю. Б. Сениченков 
и Ю. Г. Карпова. 

Отметим достигнутые качественные отличия от 
рассмотренных выше моделей. Исследованная в 
инструментальной среде AnyLogic5 дискретная ди-

намическая система 1 ( ), ( )n nS S S N Tϕ+ = =  получила 

актуальные для рассматриваемой популяционной 
задачи характеристики фазового портрета, так как 
кривая зависимости имеет локальные экстремумы, 
максимум и минимум, и четыре стационарные точ-
ки — пересечения с биссектрисой координатного 

угла ( )S Sϕ=  (рис. 2). 

Свойства зависимости приводят к тому, что пер-

вые три стационарные точки *
1 2 3, ,R R RS S S S<  неус-

тойчивы. Сохраняют притягивающие качества нуле-
вое равновесие и устойчивая стационарная точка 

*.S  Границей их областей притяжения 0 , SΩ Ω  со-

гласно рис. 2 является первая стационарная точка 

1
RS , называемая репеллерной. Поведение динамиче-

ской системы с начальной точкой 0 2 3( , )R RS S S∈  от-

личается от итераций (1) и (2), где траектория может 
притягиваться к точечному аттрактору в зависимо-
сти от значений параметра монотонно либо с зату-
хающими осцилляциями.  

У полученной численно функциональной зави-
симости выделяется интервал  

3
1 2 1 2 1 2 3( , ) [ , ], ( ) ( )R Rd d S S d d Sϕ ϕ⊂ = = , 

который имеет свойство 1 2( , )S d d∀ ∈ 3( ) RS Sϕ > , и 

множество точек интервала 1A монотонно притяги-

ваются к *S при первой итерации. Под действием 

следующей итерации некоторые начальные точки 

0 1 1 2 2( , ) ( , )R RS S d d S∈ ∪  покидают интервал, которые 

составляют множество  

{ }2
2 1 2 3, [ , ], ( )R R RA S S S S R Rϕ= ∈ > . 
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Существует инвариантное 1 2

1

, \R R
n

n

S S A
∞

=

∆ =    ∪ мно-

жество не покидающих интервал точек и оно обла-

дает аналогичной странному аттрактору структурой, 

что приводит к наблюдению временного апериоди-

ческого движения для начальной точки 0S ∉∆ . 

Так как 3max ( ) RS Sϕ >  у каждой из двух неустой-

чивых стационарных точек есть по две непосредствен-
ные точки прообраза, точек которые под действием 

итераций 1( )Rϕ − должны отобразиться в 3
RS  или 2

RS . 

У одной из точек прообразов 1
3 2 3( ) ( , )R R RS S Rϕ − ∈  будет 

три точки прообраза 2
3( )RSϕ − . Очевидно, так форми-

руется замкнутое множество { } { }2 3( ) ( )n R n RS Sϕ ϕ− −∪ , 

не принадлежащее области притяжения аттрактора 
*S и делающее его область притяжения SΩ несвяз-

ным подмножеством. Траектория 0( )n Sϕ , 0S ∉Λ  

испытывает апериодические флуктуации (рис. 3, 
временная диаграмма) но генерация транзитивного 
хаоса по терминологии [16] в модели происходит 
только на ограниченном сверху уровне численности 

0 3( ) ( )j RS Sϕ ϕ<  и конечна по времени. 

Режим переходного или «транзитивного» хаотиче-
ского поведения в вычислительном эксперименте на 
рис. 3 прерывается псевдостабилизацией, когда тра-
ектория оказывается в близкой точке неустойчивого 

равновесия 1
3( )j RS Sϕ + ≈ , но незначительные погреш-

ности нарастают при итерациях и будут выталкивать 

траекторию из его ε-окрестности непредсказуемо в 
одну из сторон. Один из периодов ложного уравно-

вешивания на некоторой итерации j  завершится 

превышением порогового значения. Траектория ока-

жется в непрерывной части области притяжения *S , 

где быстро притягивается к устойчивому равновесию, 
характеризующему состояние популяции при высокой 
численности. Естественно, что продолжительность  

 

Рис. 2. Функциональная зависимость модели с двумя метаморфозами 

 

Рис. 3. Переход в устойчивое равновесие из окрестности неустойчивого 



Системный анализ в медицине и биологии  А. Ю. Переварюха 

102 Труды ИСА РАН. Том 65. 2/2015 

флуктуаций j изменяется в зависимости от выбора 
начальной точки. В нашей модели развитию вспыш-
ки должен предшествовать период видимой стабили-
зации в окрестности предпороговых значений чис-
ленности. 

Динамика популяции насекомого фитофага в пе-

риод вспышки отличается тем, что достигнув со-

стояния наиболее эффективного воспроизводства, 

она не может задержаться в нем на продолжитель-

ное время из-за уже начавшейся дефолиации леса. 

Необходимо учесть возникающий вдруг дефицит 

ресурсов для вылупляющихся из яиц нимф 

C. Albitextura, используя нелинейные особенности 

разработанной непрерывно-событийной модели (8). 

Параметр 1α  в (8) бифуркационный, но измене-

ние 1α  реализует совсем не описанную выше би-

фуркацию удвоения периода, встречающуюся в из-

вестных моделях. В дискретных функциональных 

итерациях возможны три типа бифуркаций, которые 

могут быть как прямые, так и возвратные (backward 

bifurcation). Для задачи описания завершающего 

этапа развития вспышки насекомого предлагаем 

реализовать обратную касательную бифуркацию, в 

момент когда 3( )R
iN f S> . Тогда сначала 3

RS  и *S  

сольются в одну стационарную точку, которая затем 

исчезнет, оставляя 1 2,R RS S .  

Воспользуемся аналогичным по реализации 

функционалу Ψ  способом, но зеркальным по смыс-

лу. Подход к бифуркационному изменению необхо-

димо начинать плавно при нахождении траектории в 

окрестности равновесия. С данной целью представ-

ляется эффективным дополнить второй вариант пра-

вой части (8) функционалом 1α Θ , зависящим от 

количества доживших до первого метаморфоза особей 

( )N τ  и резко возраставший от единичного значения 

при их неестественном обилии. Функционал Θ  

можно выбрать подобный форме логистической 

кривой из решения (3):  

1

1

( )

( ) ( )
2 2

1
( ( )) 1 , lim ( ( )) 1 ,

с N

с N N
N N

l c c

τ

τ τ
τ τ

→∞
Θ = + Θ = +

+
e

e
 (9) 

где параметр 2 1с >  характеризует стремительность 

исчерпания ресурсов, l варьирует уровень числен-

ности, при котором эффект начтет заметно прояв-

ляться. После согласованной настройки параметров 

при *S S→  график выполняющей роль оператора 

эволюции зависимости восполнения поколений 

приобретет вид рис. 4 c пологой асимптотически вос-

ходящей правой ветвью и экстремумами max min, .S S  

Точнее при изменении внутреннего параметра гово-

рить об использовании другой динамической системы 

и о моделях с изменяющимся оператором эволюции. 

Возвратная касательная бифуркация редуцирует 

число стационарных точек, при этом сдвигается по-

ложение экстремумов зависимости. Ранее мы отмети-

ли существование для дискретных итераций трех ти-

пов аттракторов и описали известный механизм мета-

морфоза между двумя из них, периодической точкой и 

канторовским фрактальным множеством. После ис-

чезновения 3
RS  и *S  будет существовать аттрактор 

третьего топологического типа. Траектория будет при-

тягиваться к множеству, состоящему из объединения 

несвязных интервалов min max 2[ ( ), ( )] \ ( )n RS S Rϕ ϕ ϕ − , где 

должно наблюдаться апериодическое движение.  

Интервальный аттрактор в разработанной модели 

просуществует до момента притяжения к нему тра-

ектории, так как быстрое прекращение действия 

фактора исчерпания ресурсов восстановит неустой-

чивое равновесие и система перейдет к следующему 

длительному переходному состоянию апериодиче-

ских флуктуаций (рис. 5). 

 

Рис. 4. Зависимость после обратной касательной бифуркации 
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Вспышка заканчивается через 9 или 10 итераций 

падением численности до минимально возможного 

уровня. Возможность скорой повторной вспышки в 

данной модели будет зависеть от соотношения экс-

тремума min ( )Sϕ  и первого репеллера 1
RS , значения 

численности, ниже которого для моделируемой попу-

ляции существует вероятность попасть в состояние 

дальнейшей необратимой элиминации из среды.  

Заключение 

Получена специализированная модель развития 

взрывообразного роста численности вредителя леса, 

где качественные изменения в динамике удалось 

получить без описания в явном виде межвидового 

трофического взаимодействия. Работа развивает 

подход к моделированию эффективной выживаемо-

сти поколения соответственно особенностям стадий 

развития у видов насекомых с двумя превращения-

ми. Обосновано применение вычислительной струк-

туры модели в форме дифференциальных уравнений 

с переопределяемой правой частью по набору усло-

вий, характерных для биологических особенностей 

вида. Основное исследование строится вокруг свойств 

фазового портрета дискретной составляющей траек-

тории. 

Все перемены в комбинации стационарных точек 

в динамике исследуемой функциональной итерации 

происходят из-за двух специальных функционалов 

ограниченного воздействия. Для низкой численности 

исходных имаго учтено действие эффекта Олли, осо-

бенно значимого для малочисленного вида вселенца в 

новой среде обитания. Второй функционал только на 

этапе вспышки определяет последствия исчерпания 

ресурса листьев, пригодных для размножения. Ос-

новная вспышка начинается из почти стабилизиро-

вавшего состояния после преодоления порогового 

равновесия, что соответствует описанию ситуации с 

австралийским вредителем эвкалиптового леса. 

Нами использованы нелинейные эффекты, обла-

дающие осмысленной популяционной интерпрета-

цией. Хаотическое движение в гибридной системе 

связано не со странным аттрактором, а с наличием 

множества не притягивающихся к аттрактору точек. 

Вспышка разрывает два промежутка неустойчивых 

переходных апериодических колебаний, длительно-

сти которых не зависят от внутренних переменных. 

При бифуркациях теряется и вновь возникает устой-

чивое равновесие и вместе с ним неустойчивое 

барьерное значение.  

Энтомологами отдельно отмечена возможность 

повторной вспышки, значит развитее процесса на 

завершающих стадиях способно происходить разны-

ми путями. В некоторых случаях после вспышки 

вид-вселенец исчезал из экосистемы [17]. Вариатив-

ность поведения популяционной динамики показы-

вает важность дальнейшего совершенствования сце-

нарного подхода к вычислительному моделированию 

не только для оценки оптимальности промыслового 

изъятия рыбных запасов, как предложено нами в 

[18], но и в других экологических задачах. Парные 

сценарии в гибридных моделях помогут выявлять 

признаки угрожающего варианта развития ситуации. 

В качестве последовательности событий сценарные 

модели насекомых могут рассматривать влияние 

предшествующих типовых климатических факторов, 

как засуха, ранняя весна или морозы с глубоким 

промерзанием грунта. Перечень триггерных причин, 

запускающих нелинейное развитие биологических 

 

Рис. 5. Динамика модели при появлении вспышки численности 
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процессов, может быть разнообразен, так в совре-

менных зарубежных публикациях строятся всевоз-

можные сценарии глобальных фаунистических сдви-

гов из-за комплекса климатических факторов широко 

обсуждаемого глобального потепления [19]. В 2015 г. 

в России актуальные проблемы противодействия 

новым занесенным вредителям будут связаны с рас-

пространяющейся по побережью Краснодарского 

края самшитовой огневкой.  
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