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с периодическими ограничениями на их параметры разработан алгоритм численного 

построения периодических по времени функций Ляпунова из заданного 
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 Введение 

В большинстве работ, посвященных решению 
проблемы робастной устойчивости для линейных 
систем управления с параметрической неопределен-
ностью, рассматривались лишь стационарные мно-
жества, задающие ограничения на параметры систе-
мы. Однако ряд практических задач, в частности 
задача об абсолютной устойчивости систем управ-
ления с периодически меняющимися параметра-
ми [1–2], приводит к необходимости рассмотрения 
таких множеств изменения параметров системы и 
характеристик нелинейных элементов, границы ко-
торых изменяются по заданным периодическим за-
конам. Получению условий робастной устойчивости 
для таких систем посвящены работы [3–4], в кото-
рых был использован метод сравнения с вектор-
функцией Ляпунова специального вида.  

В [2], с помощью периодических по времени 
функций Ляпунова из класса форм четной степени, 
были установлены критерии абсолютной устойчиво-
сти для дискретных систем управления с фиксиро-
ванной периодической матрицей линейной части и 
периодически изменяющимися секторными ограни-
чениями на характеристики нелинейных элементов. 
В работе [1], которая является продолжением [2], 
рассматривалась более общая задача робастной аб-
солютной устойчивости для нелинейных дискретных 
систем управления при наличии периодических ог-
раничений на элементы матрицы линейной части 
системы и характеристики нелинейных элементов.  
С использованием вариационного метода и метода 
функций Ляпунова были получены общие критерии 
робастной абсолютной устойчивости таких систем.  

Поскольку в общем случае аналитическая про-
верка условий соответствующих теорем затрудни-
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тельна, возникает необходимость разработки эффек-
тивных методов численного построения функций 
Ляпунова из классов, выделенных в [2].  

Данная работа является продолжением [5], где 
был разработан алгоритм анализа робастной устой-
чивости непрерывных линейных нестационарных 
систем управления с периодическими ограничения-
ми на их параметры. Как и в [5], основу разработан-
ного ниже алгоритма составляет изложенный в [6] 
численный метод анализа устойчивости линейных 
непрерывных систем управления с фиксированной 
периодической матрицей коэффициентов. Для ана-
лиза устойчивости таких систем в [6] использова-
лись функции Ляпунова из класса квадратичных 
форм с периодической матрицей, представимой ко-
нечной матричной суммой ряда Фурье. В данной 
работе для линейных дискретных нестационарных 
систем управления с периодическими ограничения-
ми разработан сходящийся алгоритм численного 
построения функций Ляпунова из класса однород-
ных форм четной степени с периодическими коэф-
фициентами, представимыми в виде конечной сум-
мы ряда Фурье. Так же, как и в [6], показано, что 
задача построения таких функций Ляпунова сводит-
ся к соответствующей минимаксной задаче. 

Построенный алгоритм может служить критери-
ем робастной устойчивости рассматриваемых сис-
тем управления и, одновременно, критерием абсо-
лютной устойчивости систем, рассмотренных в [2], 
в форме численной процедуры. 

Отмечены особенности построенного алгоритма, 
связанные с дискретностью времени. Приведен при-
мер реализации разработанного алгоритма числен-
ного построения функций Ляпунова для заданной 
совокупности дискретных периодических систем 
управления второго порядка.  

1. Постановка задачи 

Рассматривается линейная дискретная система 
управления:  
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Будем называть систему (1) робастно устойчи-
вой относительно нестационарной параметрической  

неопределенности ( ) { ( ), 1, }
k

s s k mλ λ= = , если ее 

нулевое решение ( ) 0x s ≡  асимптотически устойчи-

во по Ляпунову при любом выборе неопределенно-
сти ( )sλ , удовлетворяющей условиям (2). 

Из работы [2] следует, что система (1) эквива-
лентна разностному включению  
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Эквивалентность понимается в смысле совпадения 
множеств решений системы (1) и включения (3) при 
одинаковых начальных условиях. Множество ( , )F s x  

в каждой точке nx R∈  представляет собой выпуклый 
многогранник, границы которого периодически изме-
няются, с периодом N . По этой причине функция 

( , )F s x  задает периодические ограничения на пара-

метры исходной нестационарной системы (1).  
Рассмотрим задачу построения для включения 

(3) периодических по s функций Ляпунова из класса 
однородных по x форм степени 2 p  
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В случае непрерывного времени в работе [5] пе-
риодические коэффициенты 

i
α  представлялись в 

виде отрезка ряда Фурье с числом гармоник, задаю-
щимся в ходе проведения численного эксперимента. 
В случае дискретного времени аналогичное пред-
ставление периодических коэффициентов ( )

i
sα  в (4) 

содержит фиксированное число гармоник, равное 
( 1)N − , что обусловлено видом ряда Фурье в случае 

дискретного времени [7]. Это представление задает-
ся соотношениями  
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Из теоремы 4 в работе [2] следует, что функции 
Ляпунова (4), (5) устанавливают необходимые и 
достаточные условия робастной устойчивости сис-
темы (1) (или асимптотической устойчивости реше-
ния ( ) 0x s ≡  включения (3)). 

Задача состоит в разработке эффективного алго-
ритма численного построения для включения (3),  
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а, следовательно, и для системы (1), функций Ляпу-
нова 2 ( , )pV s x  вида (4), (5). В соответствии с [6] та-

кой алгоритм будет служить численным критерием 
асимптотической устойчивости нулевого решения 
включения (3) (и, одновременно, критерием робаст-
ной устойчивости системы (1)).  

2. Алгоритм численного построения 

функций Ляпунова 

В настоящем разделе приведенный в [5] алго-
ритм построения функций Ляпунова для дифферен-
циальных включений переносится, с соответствую-
щими изменениями, на разностные включения (3). 

В соответствии с дискретным аналогом прямого 
метода Ляпунова, построение функции Ляпунова 
(4), (5) для разностного включения (3) сводится к 
поиску вектора параметров α , определяющего ре-
шение совокупности неравенств 
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задающих условия строгого монотонного убывания 
функции 2 ( , )pV s x на решениях включения (3). 

Вектор α  в (6), составленный из коэффициентов 

0 , , , 1, , 1, 1i i i

j j pb l b i N j N= = −  в представлении (5) име-

ет размерность (2 1) .pN N Nα = −ɶ  

Учитывая (4) и (5), построение функций Ляпуно-
ва для включения (3) сводится к поиску вектора па-
раметров α , определяющего решение неравенств 
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Рассмотрим задачу математического программи-
рования 
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Теорема 1. Для того, чтобы для включения (3) 
существовала функция Ляпунова 2 ( , )pV s x  вида (4), 

(5), удовлетворяющая (7), необходимо и доста-

точно, чтобы решение задачи (8) удовлетворяло 

неравенству  

 0.β <  (9) 

Доказательство теоремы 1 проводится с надле-
жащими изменениями по схеме доказательства тео-
ремы 1 в [6]. 

Для проверки выполнения неравенства (9) пред-
лагается использовать, с необходимыми изменения-
ми, схему алгоритма, описанного в [5].  

Еще одной особенностью случая дискретного 
времени является то обстоятельство, что в (8) мак-

симизация по s  (как и по 1,k m= ) может быть про-

ведена простым перебором 0,1,..., 1.s N= −  Поэто-
му, в отличие от случая решения соответствующей 
минимаксной задачи в в [5], нет необходимости вве-
дения сетки по s .  

В работе [6] функция ( , )V t xɺ  представляла собой 

форму второй степени по x , у которой локальный 
максимум по x  совпадает с глобальным, и при мак-

симизации ( , )V t xɺ  по x  в соответствующей мини-

максной задаче была использована одна из модифи-
каций метода наискорейшего спуска. В случае зада-
чи (8) глобальная максимизация по x  функции мак-

симума 
1
max ( , , )k

k m
s xα

≤ ≤
∆  градиентными методами за-

труднена тем обстоятельством, что у рассматривае-
мой функции локальный максимум может не совпа-
дать с глобальным максимумом. В связи с этим, в 
отличие от алгоритма, приведенного в [6], в задаче (8) 
максимизацию по x  предполагается проводить на 
дискретной сетке. Для удобства максимизация по x  
проводится не на сфере, а на поверхности единично-

го куба }{ 1x
∞
= . 

На множестве [0, ] { 1}D T x
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что сетки вложены друг в друга, т. е.  
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На сетке }{ ( , )t x

i iS h h  определим функцию 
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Так же, как и в случае алгоритма, приведенного 
в [5], справедливы следующие утверждения  
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Теорема 2. Пусть числа 
i

β определены в соот-

ветствии с 

 min ( ).i i
Gα

β χ α
∈

=   (11) 

Тогда выполнено предельное соотношение 

lim
i

β β=  при i →∞ . 

Для получения необходимых и достаточных ус-
ловий выполнения неравенства (9), сформулирован-
ных ниже в теоремах 3 и 4, используется следующая 
лемма. 

Лемма. Каждая из функций ( , , ), 1,k s x k mα∆ =  

удовлетворяет на множестве }{ 1x
∞
=  усло-

вию Липшица по x  с константой 0
x

L > , не за-

висящей от , 1,G k mα∈ =  и 0,1,...s = . 

Доказательство Леммы приведено в приложении. 
Аналогами теорем 3, 4 в [5] в случае разностного 

включения (3) являются следующие две теоремы. 

Теорема 3. Для выполнения условия (9) необхо-

димо и достаточно, чтобы существовало такое 

число 1i ≥ , что 

0
i

β <  и 2 /x

i i xh Lβ< − . 

Теорема 4. Для того, чтобы было выполнено усло-

вие (9), необходимо и достаточно, чтобы суще-

ствовали такое число 1i ≥  и вектор 
i

Gα ∈ , что 

 ( ) 0
i i

χ α <  и 2 ( ) /x

i i i xh Lχ α< − . (12) 

Доказательство теорем 3 и 4 аналогично доказа-
тельству теорем 3 и 4 в [5].  

Предлагаемый алгоритм проверки выполнения 
условия (9) опирается на утверждение теоремы 4. На 
q-м шаге ( 0,1,...q = ) алгоритма вычисляется значе-

ние функции ( )
i i

χ α на векторе 1q Gα − ∈ , найденном 

на q – 1 шаге алгоритма (вектор 0α выбирается про-
извольно из множества G ), и проверяется выполне-
ние условий (12). В случае выполнения этих усло-
вий производится остановка алгоритма, поскольку в 
этом случае вектор параметров 1q Gα − ∈  определяет 
функцию Ляпунова 2 ( , , )pV s xα вида (4), (5) с отри-

цательно определенной производной. 
Заметим, что выполнение условий (12) можно 

обеспечить лишь уменьшением значения функции 
( )

i
χ α . В соответствии с этим, в случае если усло-

вия (12) не выполнены, на q-м шаге алгоритма с по-
мощью метода эллипсоидов [8–9], который может 
быть использован для решения задачи (11) миними-

зации выпуклой функции, определяется вектор qα . 
По формулам метода эллипсоидов [9] вычисляется 
вспомогательный вектор 1( )qd α −  и шаг 1qH − . Зна-

чение qα  определяется соотношением 

 1 1
1 ( )q q q

qH dα α α− −
−= + . (13) 

Если условия (14) не выполняются за заданное 
число шагов алгоритма (13), то необходимо повто-
рить алгоритм на новой сетке 1( )x

iS h + . Уменьшение 

шагов сетки, в случае необходимости, осуществля-
ется до тех пор, пока не нарушится условие x

ih δ> , 

где δ  — заданное положительное число, опреде-
ляемое особенностями реализации на компьютере 
предлагаемого алгоритма. 

В случае, если с помощью предлагаемого алгорит-
ма не удается построить функцию Ляпунова (4), (5) 
для включения (3) с заданным значением парамет-
ра p, необходимо увеличить значение p и повторить 
алгоритм с новым значением p. 

Если удалось построить функцию Ляпунова (4), (5) 
удовлетворяющую условию (7), тогда на сетке ( )x

iS h  

простым вычислением значений осуществляется про-
верка положительной определенности построенной 
функции Ляпунова 2 ( , , )pV s xα с использованием ус-

ловий на x

ih , аналогичных условиям, фигурирующим 

в теоремах 3, 4 (эти условия будут гарантировать по-
ложительную определенность 2 ( , , )pV s xα  в точках 

}{ }{( , ) , ( 0,1,... 1 ),s x D D N x
∞

∈ = × =  не принадле-

жащих ( )x

iS h . Дробление шагов сетки, в случае не-

обходимости, осуществляется до тех пор, пока не 
нарушится условие x

ih δ> .  

3. Пример 

Рассматривается линейная дискретная система 
управления второго порядка с периодическими па-
раметрами 

 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
x s A s x s w s b s c s x s+ = + , (14)  

где матрица ( )A s  и векторы ( )b s , ( )c s  периодичны 

(периода 4N = ) и имеют вид 

cos( ) 1 sin( )
( ) 0,5

sin( ) cos( ) 1

s s
A s

s s

π π
π π

 − −
=  − − − 

, 

cos(0,5 )
( )

sin(0,5 )
s

b s
s

π
π

 =  − 
, 

cos(0,5 ) 2sin(0,5 )
( )

sin(0,5 ) 2cos(0,5 )
s s

c s
s s

π π
π π

− + =  + 
, 
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а ( )w s  — произвольная функция, удовлетворяющая 

условию 0 ( ) , 0w s µ µ≤ ≤ >  при всех 0,1,...s = . 

Система (14) допускает эквивалентное представле-
ние в виде (1) с  

2m = , 1( ) ( )A s A s=  и 2 ( ) ( ) ( ) ( )T
A s A s b s c sµ= + . 

Для системы (14) с помощью алгоритма, приве-
денного выше, были построены функции Ляпунова 
(4), (5) при различных значениях параметров µ   

и p . В таблице приведены максимальные значения 

параметра µ , для которых робастная устойчивость 

системы (14) устанавливается с помощью функций 
Ляпунова (4), (5) с соответствующим значением па-
раметра p. 

Таблица 1 

Таблица зависимости области устойчивости  

от параметров p  и µ  

p  1 2 3 

µ  0,6665 0,6856 0,6938 

Приложение 

Доказательство Леммы. Для любых  

{ }1 2, 1x x x
∞

∈ =  

справедливо неравенство 

2 1 2 1( , , ) ( , , ) ,k k xs x s x L x xα α∆ − ∆ ≤ −  

где 

 
1 1 1 1
max max max ( , , ) / .x k

s N x k m
L s x x

∞
≤ ≤ − = ≤ ≤

= ∂∆ ∂α  (15) 

Введем обозначение 

 
0 1 1
max max ( ) ,m k

s N k m
A A s

≤ ≤ − ≤ ≤
=  (16) 

Тогда с учетом (4), (15), и (16) получим следую-
щую формулу для 

x
L : 

1/22 ( (2 1)) ( ( 1) (1 2 ) ).x p mL p N N N n np Aω= − − + +   

Лемма доказана. 
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