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1. Введение
Возбудимой или активной средой будем назы-

вать такую сплошную среду, каждый элемент ко-
торой имеет два состояния: возбуждения и покоя. 
Многие реальные процессы описываются с помо-
щью таких сред: распространение возбуждения в 
нейросетях, введение новых технологий в эконо-
мике, распространение эпидемий и слухов в обще-
стве, образование и рост воспаления или опухоли 
в биологических тканях и т.д. 

В соответствии с этим определением возмож-
ны переходы элемента из состояния покоя в состо-
яние возбуждения и из состояния возбуждения в 
состояние покоя. Первый процесс называется ак-
тивацией, второй – ингибированием элемента. 

Модели распространения возбуждения хоро-
шо изучены [1],[2],[3]. Они приводят к уравнению 
в частных производных Гамильтона-Якоби-Белл-
мана, описывающего динамику волнового фронта, 
и к принципу максимума Понтрягина, характери-
зующего траектории возбуждения. 

Эти работы рассматривают распространение 
возбуждения в приближении геометрической оп-
тики, т.е. детерминировано, вероятностный харак-
тер распространения возбуждения не изучается. 

Из этих моделей следует, что распространение 
возбуждения (т.е. процесс активации) теоретически 
может длиться бесконечно долго. Между тем, реаль-
ные активные среды при нормальном функционирова-
нии чередуют процессы активации и ингибирования. 
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Поэтому возникает естественный вопрос: 
когда и почему процесс возбуждения останавлива-
ется? Настоящая работа посвящены анализу это-
го вопроса. В ней показано, что распространение 
возбуждения должно рассматриваться как целена-
правленный процесс, необходимый для нормаль-
ного функционирования активной среды. 

Показано, что активация каждого элемента 
активной среды задается некоторым порогом, ве-
личина которого определяется нелокально и зави-
сит от состояния всей среды. 

Приведем два примера. 
1. Некто получил информацию, с которой он 

хочет поделиться. Для этого он обращается к свое-
му кругу знакомых (например, через сеть). Ресипи-
ент, получив информацию, действует аналогичным 
образом и т.д., теоретически до бесконечности (на 
практике, чем дальше (в какой-то метрике) ресипи-
ент от источника информации, тем менее она реле-
вантна для него, и процесс естественно затухает). 

2. У кого-то возник вопрос, на который он не 
знает ответа (точнее, не считает свой ответ достаточ-
но достоверным). Тогда он обращается к знакомым 
экспертам (например, опять через сеть). Те, в свою 
очередь, могут повторить процесс. Ясно, что в этом 
случае процесс должен остановиться, т.к. его цель не 
распространение вопроса, а получение ответа. Важно 
подчеркнуть, что остановка процесса (распростране-
ния возбуждения) заканчивается не получением от-
вета (его, в принципе, никто не знает), а созданием 
критической (пороговой) массы экспертов, совокуп-
ному мнению которых можно доверять. 

Эти примеры иллюстрируют основное 
утверждение работы: распространение возбужде-
ния (в частности, развитие опухоли) @яЫ:емент 
в активном состоянии генерирует потенциальную 
функцию, которая определяет множество активи-
рованных элементов. В свою очередь, множество 
активированных элементов генерирует свою по-
тенциальную функцию, которая служит целевой 
функцией для определения (оптимального, равно-
весного) состояния элемента. 

Размер (в какой-то метрике) множества акти-
вированных элементов имеет существенное значе-
ние, поскольку определяет достоверность (устой-
чивость, надежность) найденного состояния. 

Таким образом, модель функционирования 
активного элемента сводится к композиции двух 
отображений: активное состояние (старое равно-
весное состояние) – множество активных состоя-
ний – новое равновесное (оптимальное) состояние. 

Эта композиция двух многозначных преобра-
зований была названа пилотным преобразованием 
[4],[5]. 

Рассматривается несколько вариантов модели 
функционирования активного элемента: детерми-
нированный (описывающий динамику волны воз-
буждения в приближении геометрической оптики), 
вероятностный (ведущий к уравнению Шрединге-
ра, описывающего динамику волновой функции) и 
(общий) вариант, основанный на введении потен-
циального поля. 

2. Модель распространения возбуждения

Возбудимая или активная среда формализует-
ся как n -мерное многообразие M , точка x M∈  
– элемент этой среды. 

Предполагается, что состояние элемента ха-
рактеризуется n  показателями, ix  – величина 
показателя i  для данного элемента в данном со-
стоянии. Таким образом, точка 1 nx {x … x }= , ,  ха-
рактеризует текущее состояние элемента и будет 
использоваться как для обозначения состояния 
элемента, так и самого элемента. 

Состояние каждого элемента может быть двух 
типов: активированное или возбужденное состояние 
и состояние покоя или ингибированное состояние. 

Распространение возбуждения подчиняется 
принципу Гюйгенса: 

Предположение 1. Каждый элемент перехо-
дит в возбужденное состояние, как только возбуж-
дение его достигло, и продолжает оставаться в этом 
состоянии, становясь сам источником возбуждения. 

Обозначим через 0 0( ) ( )tR x R t x= ,  множе-
ство элементов среды, активированных активным 
элементом 0x  за время t . Тогда, в соответствии с 
принципом Гюйгенса 

0

0
( )

( ) ( )
t

t
x R x

R x R x
τ

τ
−∈

= ,


                  (1)

где ( ) ( )R t x R xτ∆ , =  – множество элементов сре-
ды, активированных элементом x  за фиксирован-
ное (и малое) время tτ = ∆ , 0t τ− ≥ . 

С множеством 0( )tR x  связана функция 

0 0( ) inf 0 ( )S x x {ct x R t x }, = ≥ | ∈ , .       (2)

Граница множества 0( )R t x,  называет-
ся волновым фронтом и задается уравнением 

0( )S x x ct, = . Таким образом, 

0 0( ) ( )R t x {x S x x ct}, = | , ≤ .              (3)

Из предположения 1 следует, что 
0 0 0( ) inf ( ) 0S x x {S x x x M}, = , | ∈ = , при этом 

функция S  положительна при 0x x≠ , непрерыв-
на по x  и возрастает по направлению внешней 
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нормали ( )n x  (если она существует) к волново-
му фронту (постоянные значения S  означали бы 
распространение возбуждения по направлению 

( )n x  с бесконечной скоростью). При симметрии 
множества 0( )R t x,  функция S  симметрична: 

0 0( ) ( )S x x S x x, = , . Кроме того, можно показать, 
что она удовлетворяет неравенству треугольника, 
т.е., функция (2) – функция расстояния. 

Обозначим ( ) ( )R x D xτ = , τ  фиксировано и 
мало; ( )D x  – элементарный очаг возбуждения. 

Фиксируем две точки x  и 1x . 
Предположение 2. В соответствии с принци-

пом Ферма распространение возбуждения между 
двумя данными точками реализуется по пути, тре-
бующее минимальное время. 

В результате приходим к задаче оптимального 
управления на быстродействие [6] 

 
0 1 0 1inf 0 ( ) (0) ( ) ( ){t x D x x x x t x } t x x≥ | ∈ , = , = = , .   (4)

Решение этой задачи определяет опти-
мальную траекторию возбуждения из 0x  в 1x  
и длину 0 1( )t x x,  этой траектории, при этом 

0 1 0 1( ) ( )ct x x S x x, = , . 
В нелинейных средах структура множества 

(1) может быть весьма сложной, особенно при 
больших t . Однако при малых t  (т.е. для t τ= ) 
обосновано следующее 

Предположение 3. Пространство отклонений 
X , u z x= − , линейно. Множество ( ) ( )R x D xτ =  

в этом пространстве выпукло и центрально симме-
трично. 

В этом случае множество ( )D x  задает норму 
возбудимой среды (пространства X ) [7]: 

( ) inf 0 ( )Du u { u D x }µ µ µ= = ≥ | ∈ .     (5)

Множество ( )D x  – единичный шар по этой 
норме 

( ) ( ) 1D x {u u }µ= | ≤ .                   (6)

При дополнительных условиях на множество 
D  в пространстве X  можно определить скаляр-
ное (внутреннее) произведение. Тогда nX R=  – 
евклидово пространство и 

( ) ( ) 1D x {u u Gu }= | , ≤ ,                  (7)

где xG G=  – линейный самосопряженный и по-
ложительный оператор, определяющий евклидову 
норму 2 2 ( )D Gu u u Gu= = ,    . 

В общем случае норма и множество ( )D x  
определяются в касательном пространстве в точке 
x  гладкого многообразия M  (в Предположении 

3 – это пространство отклонений X ). Если длина 
касательного вектора определяется квадратичной 
формой, то активная среда формализуется как ри-
маново многообразие, если – нормой вида (4), (5), 
то это многообразие финслерово. 

Волновой фронт можно линеаризовать 

( )p x ct, = ,                                (8)

где ( )p dS x=  – первому дифференциалу функ-
ции S  в точке x . Уравнение (8) описывает пло-
скую волну возбуждения; (8) – уравнение гипер-
плоскости. 

Опорная гиперплоскость к множеству актив-
ных элементов 

0( )
sup ( ) ( )

Tu R x
p u p dS T x

∈
, , = , ,              (9)

определяет траекторию возбуждения из точки 0x . 
Из (9) следует уравнение в частных произво-

дных, описывающее динамику фронта волны воз-
буждения. Это уравнение получило название урав-
нение Гамильтона-Якоби-Беллмана [6]. 

Задача на оптимальное быстродействие (4) 
приводит к принципу максимума Понтрягина [6]: 

( )
sup ( )t

u D x
p u

∈
, ,                            (10)

где u z x= − , векторы  удовлетворяют системе, 
сопряженной к (4). 

Такова, в общих чертах, модель распростра-
нения возбуждения в активной среде. Она форма-
лизуется как уравнение в частных производных, 
описывающее динамику волнового фронта и как 
задача оптимального управление на быстродей-
ствие, определяющая траектории возбуждения и 
динамику плоских волн, ортогональных траекто-
рии возбуждения в метрике активной среды. 

Из этой модели следует, что распространение 
возбуждения может длиться бесконечно долго. Бо-
лее того, хотя модель получена из экстремальных 
принципов, цель функционирования активной сре-
ды в этой модели не рассматривается. 

3. Модель функционирования активной среды

В этом разделе рассматривается модель функ-
ционирования активной среды. Предполагается, 
что цель функционирования активной среды – 
поддержание текущего состояния элемента (и его 
изменение, при изменении внешних условий функ-
ционирования активной среды). 

Для реализации этой цели в модель вводится 
новое понятие (по сравнению с разделом 2) – потен-
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циальная функция, которая служит целевой функци-
ей активной среды. Оптимизация целевой функции 
на множестве активированных элементов определя-
ет оптимальное (равновесное) состояние элемента. 
Если меняется потенциальная функция, то меняется 
и оптимальное (равновесное) состояние. 

Генерация множества активированных эле-
ментов 0 0( )R R x=  активным элементом 0x  явля-
ется первым этапом функционирования активной 
среды, вторым этапом является определение опти-
мального состояния 1x . Если среда не меняется, то 

0 1x x= . 
Поэтому весь процесс функционирования ак-

тивной среды описывается композицией двух мно-
гозначных отображений 

0 0 1 1x R R x→ → → ,                   (11)

где 0 1x x= , если 0 1R R= . 
Такая композиция была введена в [4], [5] и на-

звана пилотным преобразованием. 
Пилотное преобразование является фунда-

ментальным законом управляемого движения 
(время разбрасывать камни и время собирать кам-
ни). Оно формализует базовые законы в космоло-
гии (большой взрыв и большой треск), в квантовой 
механики – генерация и фильтрация состояния при 
измерении (эксперимент Штерна-Герлаха) [8],[9], 
описывает структуру нервной и кровесной систем, 
взаимодействие макро и микросистем в экономике. 

Первая часть преобразования (11) (точки в 
множество) была описана в разделе 2. В этом раз-
деле будет рассмотрена вторая часть преобразова-
ния (11) (множества в точку) и все преобразование 
в целом. Будут проанализированы несколько вари-
антов реализации этого преобразования. 

1. Начнем с понятия волны возбуждения, вве-
денной в разделе 2. 

Фиксируем два интервала времени T  и τ , 
0 Tτ< < . 

Пусть 0( )TS x  – волновой фронт в момент 
времени T  из точки 0x : 

 0 0( ) ( )TS x {z S x z cT}= | , = .  (12)

Огибающие множеств ( ) ( )R z D zτ = , 
0( )Tz S x∈ , определяют два волновых фронта: пе-

редний фронт 

0( ) ( )S x z c T τ, = +                     (13)

и задний (отраженный) фронт 

0( ) ( )S x z c T Tτ τ, = − , ≤ .              (14)

Из (1) – (3) следует, что при Tτ =  отражен-
ный фронт стягивается в точку 0x . 

Таким образом, за время [0 ]T,  активный 
элемент генерирует (активизирует) множество эле-
ментов 0( )TR x , а за время [ 2 ]T T,  стягивает (от-
ражает) это множество в точку. 

Отметим, что за время [0 ]T,  условия функ-
ционирования среды могут измениться, поэтому 
геометрия элементарного множества в момент T  
может быть другой: 1( ) ( )D z D z→ . В этом случае 

0 1x x≠ . Более того, отраженный фронт в этом слу-
чае может определять не точку, а (малое) множество, 
которое представляет неопределенность в определе-
нии оптимального (равновесного) состояния элемен-
та. Таким образом, в общем случае преобразование 
(11) должно быть заменено на преобразование 

0 0 1 1R Rω ω→ → → ,                (15)

где множества 0 0Rω ⊂ , 1 1Rω ⊂  (с известными 
или неизвестными центрами). 

Уже в этом, простейшем варианте модели 
функционирования активного элемента видны ос-
новные черты пилотного преобразования (11). 

Для дальнейшего его анализа необходимо 
привлечение фундаментального понятия двой-
ственности. 

Будем считать, что активная среда формализу-
ется как линейной пространство X, в котором мно-
жество активированных элементов R определяет его 
норму (при дополнительных математических тре-
бованиях это пространство становится Банаховым). 

Пусть p ∈ X* – линейный функционал на мно-
жестве состояний элементов X, X* – сопряженное 
пространство. 

Линейный функционал p определяет (локаль-
но) цель функционирования, а значение (p, u) ли-
нейного функционала p на векторе u = z – x – пло-
скую волну распространения возбуждения. 

Тогда экстремальная задача 

     (16)

определяет оптимальное состояние up для 
цели p, а экстремальная задача 

                 (17)

определяет оптимальную цель pu для заданного со-
стояния u. 

Преобразования (17): X → X* и (16): X* → X 
называются двойственными и являются базовыми 
для описания функционирования любых систем 
[7], [10], [11]. 
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Используя (16), (17), пилотное преобразование 
(11) можно описать как цепочку преобразований 

                    (18)

при этом первое преобразование в (18) двойствен-
но в метрике, определяемое множеством R0, а вто-
рое – двойственно в метрике, определяемое мно-
жеством R1. 

Из (16), (17) следует важное неравенство 
[7],[12] 

                 (19)

Если в (19) фиксировать нижний порог ве-
личины (p, u), то получим соотношение неопре-
деленности: чем больше разброс элементов ||u||, 
u=z–x0, активизированных элементом x0 (т.е. чем 
больше множество R=R(x0)), тем меньше разброс 
||p|| цели p и, следовательно, тем точнее определя-
ется оптимальное состояние, и обратно (см. под-
робности в [12]). 

Как было отмечено, при дополнительных усло-
виях симметрии на множество активированных эле-
ментов пространство состояний становится Гильбер-
товым (Евклидовым в конечномерном случае). В этом 
случае норма определяется положительным самосо-
пряженным оператором и пилотное преобразование 
сводится к известному преобразованию Ньютона в 
оптимизации: 

                   (20)

Если условия функционирования среды не изме-
нились, то G1=G0 и u1=u0: активный элемент сохраняет 
свое состояние. 

Геометрически пилотному преобразованию 
(в пространстве Rn+1, где n+1-ая координата опре-
деляется временем) соответствует конусный отре-
зок K[x0, x1]. 

В теории относительности конусный отрезок 
описывает процесс синхронизации времени [13], в 
квантовой механике —(эксперимент Штерна-Гер-
лаха) [7], [8]. 

2. Введем теперь понятие потенциального 
поля U(x), которое генерирует активный элемент 
среды x0. 

Будем предполагать, что функция U(x) дости-
гает своего максимума в точке x0, тогда U(x)= U(x0, 
x), sup U(x0, x)= U(x0, x0)= a0. 

Если потенциальная функция симметрична: 
U(x0, x)= U(x0, x0) и удовлетворяет неравенству тре-
угольника, то потенциальная функция определяется 
функцией расстояния d(x0, x): 

             (21)
(и обратно). 

Отметим, что в (21) функция d(x0, x) может ин-
терпретироваться как потенциальная энергия. 

Предположение 4. Множество элементов, ак-
тивированных элементом x0, определяется потен-
циальной функцией и порогом a, a ≤ a0: 

            (22)

Вводя функцию Хевисайда: σ(z): σ(z)=1, z ≥ 0 
и σ(z)=0, z < 0, перепишем (22) в виде 

     (23)

Итак, активизация элемента x0 приводит к 
генерации потенциального поля U(x0, x), которое, 
определяет множество активированных элементов 
Ra(x0); x0 → Ra(x0). 

Множество активированных элементов Ra(x0), 
в свою очередь, генерирует потенциальное поле 
U1(x)= U1(x1, x), где точка x1 максимизирует функ-
цию U1(x). В общем случае U1(x1, x) ≠ U0(x0, x) (на-
пример, из-за взаимодействия активизированных 
элементов); в стационарном случае U1(x1, x) = U0(x0, 
x). 

Таким образом, потенциальное поле и множе-
ство активированных элементов взаимосвязаны: 
потенциальное поле определяет множество акти-
вированных элементов, а множество активирован-
ных элементов генерирует потенциальное поле. 

Эта связь имеет фундаментальный характер и 
соответствует принципу управляющего поле в гра-
витации, введенного Вейлем [13],[14] 

Предположение 5. Оптимальное (равновес-
ное) состояние элемента соответствует максималь-
ному значению потенциального поля (минимуму 
потенциальной энергии): 

             (24)

В стационарном случае, когда U=U1: 

               (25)

активный элемент сохраняет свое состояние. 
Отметим, что решение экстремальных задач 

(24), (25) может быть реализовано повышением 
порога a → sup a в (23): 

       (26)

3. Введем теперь распределение элементов в 
активной среде. 

Пусть µ(R) – мера множества R (объем, масса 
и т.д.). Если µ(R) = 1, то µ – вероятностная мера. 
Для гладкой меры может быть введена функция 
плотности распределения элементов в активной 
среде. Тогда 

                  (27)
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Величину µ(R) будем интерпретировать как 
значимость (репрезентативность) множества акти-
визированных элементов R для определения опти-
мального (равновесного) состояния. В дискретном 
варианте эта величина определяет репрезентатив-
ность выборки. 

В рассматриваепмом случае множество акти-
визированных элементов R = Ra определяется поро-
гом a: 

                (28)

Отметим, что из (27) явно виден нелокальный 
смысл порога (ср. (3)). 

Положим 

                     (29)

тогда a ≤ a0 и, вообще, Ra1
 ⊂ Ra, если a1 > a. 

Итак, определение оптимального (равновес-
ного) состояния элемента x1 реализуется тогда, 
когда величина множества активизированных эле-
ментов достигнет необходимой величины (репре-
зентативности), определяемой (27) и величиной 
порога (28). 

В рассматриваемом случае это состояние ре-
ализуется максимизацией функции ρ на множестве 
R, т.е. определением наиболее вероятного состоя-
ния (в смысле заданного распределения ρ). 

Эта же цель может быть достигнута повыше-
нием порога a → sup a. 

Такое состояние в математической статистике 
называется модой. 

Другой вариант определения равновесного 
состояния состоит в усреднении состояний на мно-
жестве активированных элементов в соответствии 
с их распределением на этом множестве: 

                   (30)

В общем случае x1 ≠ 1, однако для симме-
тричных распределений (в частности, для нор-
мального распределения) оба способа дают один 
результат. 

Сделаем несколько замечаний по вероятност-
ному варианту модели. 

1) В общем случае цель функционирования 
активной среды состоит не в сохранении чистого 
состояния, т.е. точки x, а в сохранении смешанного 
состояния, т.е. некоторой меры множества состоя-
ний (см. (11) и (15)). Мера, для которой Tµ=µ, где 
T – измеримое преобразование, называется инвари-
антной. Для инвариантной меры справедливо урав-
нение неразрывности. 

2) Если рассматривать вероятностную мо-
дель распространения возбуждения, то он, вместо 
уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана, приведет 
к уравнению Шредингера, описывающего динами-
ку волновой функции. Разлагая эту функцию в ряд 
Тейлора, получим, что первые члены разложения 
дадут уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана и 
уравнение неразрывности. 

3) Если в рассмотренной модели не фиксиро-
вать распределение, а нормировать его на множе-
ствах Ra=Ra(x0): 

               (31)

то при увеличении порога a → sup a функция ρa 
стремится к дельте функции Дирака: ρa(x) → δ(x–
x0). Это опять приводит к принципу неопределен-
ности в квантовой механике [7], [8]. 

4. Введем функцию φ(x, z), которая описывает 
взаимодействие активных элементов x и z. 

Предполагается, что функция симметрична: 
φ(x, z) = φ(z, x), достигает своего максимума при 
x = z и убывает при увеличении расстояния между 
x и z. Следовательно, она опять может моделиро-
ваться некоторой функцией расстояния d между x 
и z: 

φ(x, z) = a – d(x, z)                     (32)

В этом случае условие φ(x, z) ≥ 0 определяет 
множество активированных элементов R=Ra(x). 

Функция φ(x, z) может рассматриваться как ло-
кальный потенциал в точке z, задаваемый активным 
элементом x, или как локальный потенциал в точке 
x, задаваемый активным элементом z. Тогда нело-
кальный потенциал в точке x определится как 

             (33)

Таким образом, нелокальное потенциальное 
поле определяется распределением элементов в сре-
де и функцией их взаимодействия. 

Отметим, что функция φ является ядром ин-
тегрального преобразования 

          (33)

Если элементы среды не взаимодействуют 
(например, не активированы), то φ(x, z) ≡ 1 и (33) 
переходит в (27). 

4. Заключение

В работе предложена модель функционирова-
ния активной среды. Эта (общая) модель рассмо-
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трена (кратко) в трех вариантах: первый использу-
ет понятие прямого и отраженного фронта волны 
возбуждения, второй основан на понятии потенци-
ального поля, генерируемого активными элемен-
тами, и третий вариант учитывает распределение 
элементов в активной среде и их взаимодействие. 

Все эти варианты, естественно, требуют от-
дельного анализа и детализации, поскольку каждый 
из них использует свой, хорошо разработанный, 
математический язык. Наконец, задача состоит в 
спецификации модели применительно к конкретной 
прикладной области, в частности, к биологическим 
процессам на клеточном или молекулярном уровне. 
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