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1. Введение
Одним из основных научных достижений за 

последние десятилетия является стремитель ное раз-
витие теории нелинейных систем с хаотической дина-
микой. Новым подходом к изу чение таких систем стал 
траекторный подход описания динамического хаоса 
методами каче ственной теории дифференциальных 
уравнений и теории бифуркаций в нелинейных систе-
мах дифференциальных уравнений, а именно, универ-
сальная бифуркационная теория ФШМ (Фейгенбау-
ма-Шарковского-Магницкого) [1, 2].

В статье [3] В.Чена изучалась проблема 
классификации автономных квадратичных дина-
мических систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений в соответствии с расширенной те-
оремой Шильникова. Системы, удовлетворяющие 
условиям теоремы Шильникова, авторы назвали 
системами типа Шильникова. К таким системам 
относятся и многие известные хао тические си-
стемы, такие как система Лоренца, Чуа, Рёсслера, 
Чена. В работе [3] системы типа Шильникова клас-
сифицируются на четыре типа в зависимости от 
вида существующих в них хаотических аттракто-
ров: (1) хаос с гомоклинической орбитой; (2) хаос с 
гетероклинической орбитой; (3) хаос смешанного 

типа с гомоклинической и гетероклинической ор-
битами; (4) хаос других типов.

Основной целью данной работы является ис-
следование нескольких модельных систем обык-
новенных дифференциальных уравнений типа 
Шильникова, приведенных в упомянутой выше ста-
тье, ранее не исследовавшихся с применением тра-
екторного подхода универсальной бифуркационной 
теории ФШМ, для подтверждения выводов о суще-
ствовании единственного вида динамического хао-
са и универсального сценария перехода к хаосу (при 
изменении системного параметра), начинающимся 
каскадом бифуркаций Фейгенбаума удвоения пери-
ода устойчивых циклов и продолжающимся затем 
субгармоническим каскадом бифуркаций рождения 
устой чивых циклов любого периода в соответствии 
с порядком Шарковского и гомоклиническим или 
гетероклиническим каскадом бифуркаций устойчи-
вых циклов, сходящихся к гомоклини ческому или 
гетероклиническому контуру.

2. Методы

Для аппроксимации решений автономных 
нелинейных систем обыкновенных дифферен-
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циальных уравнений был выбран метод Рунге-Кут-
ты 4-го порядка сложности.

3. Результаты исследования

Рассмотрим три модельные системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, перечислен-
ные Ченом в работе [3].

1. Система 1. Система Спротта – Sprott (е)

                              

(1)

где a – вещественный параметр. Sprott (е) – одна 
из модельных систем, описанная Ж. Спроттом в 
работе [4].

Рис. 1. Один из нерегулярных аттракторов системы при 
a= 1.01

1.1. Аналитическое исследование
Исследуем область диссипативности системы:

divF(x,y, z) = —1 < 0.                      (2)

Следовательно, система диссипативна при 
любых значениях параметра a.

Найдем особые точки системы:

                              

(3)

х = 0.25, у = 0.0625, z = 0. Таким образом, O(0.25, 
0.0625,0) – особая точка системы (1).

Далее определим тип особой точки. Постро-
им матрицу линеаризации правой части систе мы:

                          

(4)

Для особой точки O(0.25, 0.0625, 0) исследуе-
мой системы матрица линеаризации принимает вид:

                  

(5)

Характеристический полином матрицы J(О) 
имеет следующий вид:

    
(6)

Таким образом, имеем корни характеристиче-
ского полинома ,  особая точка О 
системы (1) является центром.

1.2. Численное исследование
Каскад бифуркаций можно проследить при 

уменьшении параметра а. При а ∈ [2.036,13.6] в си-
стеме существует устойчивый цикл, при а = 2.035 
происходит бифуркация удвоения пе риода исходно-
го цикла, и при а ∈ [1.477,2.035] наблюдается цикл 
удвоенного периода, при а ∈ [1.377,1.476] – цикл 
периода 4, при а ∈ [1.355,1.376] – цикл периода 8. 
Аттрактор Фейгенбаума найден при а = 1.35. Таким 
образом, в системе наблюдается каскад Фейгенбаума 
бифуркаций удвоения периода (рис. 2).

Далее при а = 1.2512 в системе существуют цикл 
периода 9, при а ∈ [1.2393,1.2399] – цикл периода 7, при 
а ∈ [1.2047,1.2077] – цикл периода 5 (рис. 3). Таким об-
разом, дальней шее развитие хаотического сценария в 
системе происходит в ходе субгармонического каска да 
бифуркаций рождения устойчивых циклов в соответ-
ствии с порядком Шарковского. При а ∈ [1.1572,1.1875] 
найден цикл периода 3, при а ∈ [1.1431,1.1571] – удво-
ение цикла периода 3, при а ∈ [1.1295,1.1301] найдено 
утроение цикла периода 3, что свидетельствует о на-
личие в системе каскада Фейгенбаума и полного суб-
гармонического каскада для цикла периода 3 (рис. 4). 
Циклов гомоклинического каскада бифуркаций при 
дальнейшем уменьшении бифур кационного параметра 
а в системе не обнаружено.
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2. Система 2. Система Спротта – Sprott (n)

                           

(7)

где а – вещественный параметр. Sprott (n) – другая 
модельная система с хаотической динами кой из рабо-
ты Спротта [4].

2.1. Аналитическое исследование
Изучим область диссипативности системы:

divF(x, у, z) = –2 < 0.                  (8)

Таким образом, система (7) диссипативна при 
любом значении вещественного параметра а.

Система имеет единственную особую точку 
O(—0.25, 0, 0.5).

Рис. 2. Циклы каскада бифуркаций Фейгенбаума соответственно при значениях параметра  
a = 2.04, а=1.877, а=1.3826, а=1.3578, а=1.35

Рис. 3. Циклы периодов 9, 1, 5 субгармонического каскада соответственно при значениях параметра  
a = 1.2512, a = 1.2396, a = 1.2067

Рис. 4. Цикл периода 3 при a = 1.1681 и его удвоение при a = 1.1434 и утроение при a = 1.1299
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Матрица линеаризации правой части системы 
для особой точки имеет вид:

                       (9)

Найдем характеристический полином матри-
цы J(O):

      (10)

Сделаем замену переменной . Получим:

,                    (11)
где , .

Уравнение (11) имеет один действительный 
и два комплексно-сопряженных корня, если дис-
криминант Δ > 0. Дискриминант (11) определяется 
формулой:

                    
(12)

Имеем:

        (13)

Таким образом, когда неравенство (13) вы-
полняется, исходный характеристический поли-
ном также имеет один действительный и два ком-
плексно-сопряженных корня.

Заметим, что , где 1 ≤ i ≤ 3, – корни 
уравнения (10). Следовательно, неравенство λ1 < 0 
принимает вид , Re(λ2, 3) > 0 принимает вид 

.
Имеем:

              
(14)

Таким образом, получили, что при выполнении 
условия (13) существования одного дей ствительного 
и двух комплексно-сопряженных корней (14) и ус-
ловия отрицательности дей ствительного корня и 
положительности комплексно-сопряженных кор-
ней, особая точка O( – 0.25, 0, 0.5) системы (7) явля-
ется неустойчивым седло-фокусом.

2.2. Численное исследование
При значении параметра a < – 2.68 в системе 

существует устойчивый цикл. При a = – 2.67 начи-
нается каскад бифуркаций Фейгенбаума, рождает-
ся цикл удвоенного периода, который существует 
при a ∈ [–2.67, –2.26], затем цикл периода 4 при 
a ∈ [–2.25, –2.17], цикл периода 8 при a ∈ [–2.16, 
–2.13518]. При a = –2.131 наблюдается аттрактор 
Фейгенбаума. (Рис. 6).

Далее реализуется субгармонический каскад 
бифуркаций. При а ∈ [–2.05865, –2.05864] об наружен 
цикл периода 9, при а ∈ [–2.05004, –2.04972] – цикл 
периода 7, при а ∈ [–2.0268, –2.02464] – цикл пери-
ода 5, при а ∈ [–1.96535,–1.95324] – цикл периода 
3, его удвоение при а ∈ [–1.95323, –1.94758] цикл 
периода 9 при а = [–1.94232, –1.94212] – утроение 
цикла перио да 3, подтверждающий наличие полно-
го субгармонического каскада на цикле периода 3 
(рис. 8). При а ∈ [–1.86125, –1.85959] найден гомо-
клинический цикл периода 4 (рис. 9), что поз воляет 
утверждать о наличае в системе гомоклинического 
каскада бифуркаций Магницкого при дальнейшем 
увеличении параметра а.

3.  Система 3. Система Берка-Шоу – Burke-
Shaw system

                      
(15)

где a и b – вещественные параметры. Система Бер-
ка-Шоу была получена Б.Берком и Р.Шоу из систе-
мы уравнений Лоренца [5].

Рис. 5. Один из хаотических аттракторов при a= –1.688
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Рис. 6. Циклы каскада бифуркаций удвоения периода соответственно при значениях  
парметра a = –2.91 a = –2.39, a = –2.18, a = –2.13522, a = –2.131

Рис. 7. Циклы периодов 9, 1, 5 субгармонического каскада соответственно  
при a = –2.05865, a = –2.04985, a = –2.02658

Рис. 8. Цикл периода 3 и его удвоение и утроение соответственно  
при a = –1.95829, a = –1.94764, a = –1.94213
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Рис. 10. Хаотический аттрактор  
при b = 13.5, а = 10.0

3.1. Аналитическое исследование
Область диссипативности системы:

divF(x, y, z) = – a – 1 < 0.              (16)

Учитывая условие (16), имеем ,  
. Т.е. система имеет две симмет-

ричные относительно оси z особые точки 
 и . 

Характеристические полиномы матриц J(O1) и 
J(O2) совпадают и имеют вид:

λ3 + (a + 1)λ2 + abλ + 2 a2 b = 0.            (17)

Для того, чтобы уравнение (17) имело один дей-
ствительный и два комплексно-сопряженных корня:

(18)

Так же заметим:

   (19)
Таким образом, при выполнении условий 

(16),(18),(19) характеристические полиномы мат риц 
линеаризации в особых точках  и 

 системы (15) имеют по одному от-
рицательному действительному корню и паре ком-
плексно-сопряженных корней с положительной дей-
ствительной частью, следовательно, при выполнении 
этих условий особые точки системы являются неу-
стойчивыми седло-фокусами.

3.2. Численное исследование
Удалось обнаружить, что усложнение дина-

мики системы в соответствии со сценарием ФШМ 
можно пронаблюдать при увеличении параметра b. 
Зафиксируем значение парамет ра а = 10.0.

При b ∈ [2.392, 3.451] в системе существует 
устойчивый цикл. Затем наблюдается каскад би-
фуркаций Фейгенбаума: при b ∈ [3.452, 3.591] – 
удвоенный исходный цикл, при b ∈ [3.592, 3.622] 
– учетверенный исходный цикл, при b = 3.6287 – 
аттрактор Фейгенбаума (рис. 11).

Из каскада Шарковского удалось обнаружить ци-
клы периода 9 при b ∈ [3.8307, 3.8308], периода 7 при 
b ∈ [3.8561,3.8576], периода 5 при b ∈ [3.9158,3.9224], 
периода 3 при b ∈ [4.052,4.074] (рис. 12).

При дальнейшем увеличении бифуркацион-
ного параметра найдены цикл гомоклиническо го 

Рис. 9. Гомоклинический цикл периода 4 при a = –1.86076 и его удвоение при a = –1.85888
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каскада с четырьмя витками при b = 4.105 и цикл 
гетероклинического каскада при b = 9.538 (рис. 13).

Рис. 13. Гомоклинический и гетероклиниче-
ский циклы

Таким образом, сценарий перехода к хаосу в 
исследуемой системе также происходит в полном 
соответствии с ФШМ-теорией.

4. Заключение

В рамках данной работы проведены аналити-
ческие и численные исследования трёх модель ных 
систем типа Шильникова, упомянутых в статье [3] 
Ченом: две системы Спротта – Sprott(e) и Sprott(n) 

и система Burke-Shaw. В этих системах найдены 
бифуркационные параметры и ти пы особых точек, 
исследовалось возникновение исходных циклов, их 
каскадов бифуркаций, возникновение хаотических 
аттракторов. При изменении бифуркационных пара-
метров и изу чении фазовых портретов во всех трех 
системах прослежен один и тот же порядок развития 
хаоса и сценарий возникновения сингулярных ат-
тракторов, полностью соответствующий про цессам 
перехода к хаосу по Фейгенбауму-Шарковско-
му-Магницкому. В силу исследований, проведенных 
в данной работе, и многочисленных исследований 
других хаотических систем, упомянутых в статье 
Чена [3], можно сделать вывод о том, что предложен-
ная Ченом клас сификация систем не имеет смысла, 
так как аттракторы любых хаотических систем име-
ют единую природу. Таким образом, произведенное 
исследование демонстрирует универсальность пере-
хода к хаосу в нелинейных системах обыкновенных 
дифференциальных уравнений.
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