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1. Введение

Важное место в теории управления занимает 
проблема робастной устойчивости, которая связа-
на с получением условий устойчивости не одной 
конкретной системы, а целой совокупности систем 
с заданными ограничениями на их параметры. Ре-
шению проблемы робастной устойчивости для ли-
нейных систем управления с параметрической не-
определенностью посвящено большое количество 
работ (см., например, библиографию в [1-8]). В этих 
работах рассматривались, как правило, лишь стаци-
онарные множества, задающие ограничения на па-
раметры системы. Обычно для матрицы линейной 
части системы в качестве такого множества рас-
сматривается некоторый выпуклый многогранник 
в пространстве матриц заданной размерности. В 
частном случае так называемых интервальных ма-
триц [2,3,7] таким многогранником является много-
мерный параллелепипед, грани которого параллель-
ны соответствующим координатным плоскостям в 
матричном пространстве. Относительно характе-
ристик нелинейных элементов обычно предпола-
гается, что они принадлежат заданным секторам (с 
фиксированными границами), как в случае класси-
ческой задачи об абсолютной устойчивости. 

Однако, как отмечалось в [9,10], ряд практи-
ческих задач, в частности, задача об абсолютной 

устойчивости систем управления с периодически 
изменяющимися параметрами приводит к необхо-
димости рассмотрения таких множеств изменения 
параметров системы, границы которых изменяют-
ся по заданным периодическим законам. 

В [11,12] с использованием метода функций 
Ляпунова были установлены общие критерии 
(необходимые и достаточные условия) робастной 
устойчивости для линейных нестационарных не-
прерывных и дискретных систем управления с 
периодически изменяющимися ограничениями на 
элементы матрицы системы. Эти критерии сфор-
мулированы в форме условий существования по-
ложительно определенной функции Ляпунова из 
некоторого функционального (в непрерывном слу-
чае) или параметрического (в дискретном случае) 
класса, строго убывающей на решениях рассма-
триваемой системы. 

В общем случае эффективная проверка 
выполнения этих условий затруднительна, по-
скольку в конструкции соответствующей функ-
ции Ляпунова присутствуют параметры, значе-
ния которых априори неизвестны. В связи с этим 
несомненный теоретический и практический 
интерес представляет задача получения кон-
структивно проверяемых достаточных условий 
робастной устойчивости для заданного класса 
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систем. Для линейных нестационарных систем 
управления со стационарными интервальными 
ограничениями на элементы матрицы системы 
такие достаточные условия были получены в 
работах [13] (в непрерывном случае) и [14,15]  
(в дискретном случае). 

В настоящей работе установлены достаточ-
ные условия робастной устойчивости для случая 
нестационарных интервальных ограничений. Для 
их получения используется метод сравнения с век-
тор-функцией Ляпунова специального вида. Пока-
зано, что если интервальные ограничения являют-
ся периодическими, то в ряде случаев полученные 
достаточные условия робастной устойчивости 
оказываются одновременно и необходимыми. 
Принципиальными отличиями данной работы от 
работ [11, 12] являются рассмотрение иного клас-
са систем, использование метода вектор-функций 
Ляпунова, и сведение задачи робастной устойчи-
вости исходной совокупности систем к проверке 
асимптотической устойчивости одной конкретной 
системы.

2. Постановка задачи

Рассматривается линейная нестационарная 
система, описываемая уравнением вида: 

,    ,)( nRxxtAx ∈=
                     (1)

где  – произвольная матрица  
( , nji ,1, =  - измеримые функции), которая 
на всяком конечном интервале полуоси [0,∞] почти 
всюду удовлетворяет неравенствам: 

   (2)

Матричные неравенства в (2) понимаются по-
элементно (всюду в дальнейшем неравенства меж-
ду матрицами и векторами понимаются как поэле-
ментные неравенства), т.е. 

где  произвольные измери-
мые функции. 

Предположим, что заданные ограниченные 
«крайние» матрицы  и  периодичны с пе-
риодом T>0 , т.е. выполнены условия: 

, .        (3)

Таким образом, в силу (2) и (3), рассматри-
вается не одна фиксированная система (1), а сово-
купность линейных нестационарных систем (1) с 
периодическими интервальными ограничениями 

(2). Будем в дальнейшем называть систему (1) ин-
тервальной нестационарной системой.

Как и в [11], будем называть интервальную 
нестационарную систему (1) робастно устойчивой 
относительно ограничений (2), если ее нулевое ре-
шение x(t)≡0 асимптотически устойчиво по Ляпу-
нову при любом выборе матрицы A(t), удовлетво-
ряющей неравенствам (2). 

Задача состоит в получении эффективно про-
веряемых достаточных условий робастной устой-
чивости нестационарной интервальной системы 
(1). Основой для получения этих условий являет-
ся метод сравнения с вектор-функцией Ляпунова 
специального вида [16]. 

3. Основные результаты

Введем в рассмотрение периодическую 
матрицу

 

Сопоставим матрице A


(t) периодиче-
скую систему 

x  = A


(t)x.                                (4)

Теорема 1. Интервальная нестационарная 
система (1) робастно устойчива относительно 
ограничений (2), если система (4) асимптотиче-
ски устойчива по Ляпунову. 

Доказательство теоремы приведено в Прило-
жении.

Как известно [17], необходимым и достаточ-
ным условием асимптотической устойчивости си-
стемы (4) является неравенство:

                           (5)

где через  обозначен спектральный ради-
ус матрицы монодромии Ф(T) системы (4).

В общем случае аналитическая проверка 
выполнения условия (5) затруднительна в связи 
со сложностью построения матрицы монодро-
мии Ф(T) в явном виде. В таких случаях можно 
использовать численно-аналитические методы 
[17], связанные с численным построением ма-
трицы Ф(T).

Можно выделить один частный случай, когда 
достаточные условия робастной устойчивости си-
стемы (1) с интервальными ограничениями (2) пе-
риодического вида (3), устанавливаемые Теоремой 
1, оказываются одновременно и необходимыми. 
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Теорема 2. Пусть выполнены неравенства 

 .     (6)

Тогда для робастной устойчивости систе-
мы (1) относительно интервальных ограничений 
(2) периодического вида (3) необходимо и доста-
точно, чтобы система (4) была асимптотически 
устойчива по Ляпунову. 

Доказательство теоремы приведено в Прило-
жении.

4. Примеры

Пример 1. В работе [18] рассмотрен ряд при-
меров, приводящих к системам вида (1) с ограни-
чениями (2). Это и следящие системы, элементы 
которых работают на переменном токе, и системы 
управления с амплитудно-импульсной модуляци-
ей, и задачи, возникающие при исследовании ви-
брации фрезерных станков. В частности показано 
[18], что периодические ограничения вида (2), (3) 
возникают, например, при рассмотрении нестаци-
онарной системы (1), в которой элементы  ма-
трицы )( tA  представимы в виде: 

       (7)

где  – заданные периодические 
функции периода T , а  – произвольные изме-
римые функции, удовлетворяющие стационарным 
ограничениям:

       (8)

Нетрудно проверить, что в этом случае перио-
дические функции  и  в (2) определяют-
ся равенствами: 

Заметим, что неравенства (6) заведомо вы-
полнены в случае, когда элементы матрицы A (t)  
представимы в виде (7) и в неравенствах (8) 

Приведем примеры, иллюстрирующие Теоре-
мы 1 и 2.

Пример 2. Рассмотрим систему (1), (2), в ко-
торой 

 
,





-



-
=

2
2/sin

2/cos
1

(t)A 
t

t .

Матрицы (t)A и (t) A  имеют период π2 , а 
матрица )(tA



 вид: 





-



-
=

2
1

1
1

(t)A 


. 

Характеристическое уравнение имеет два ве-
щественных отрицательных корня и система (4) 
является асимптотически устойчивой. Следова-
тельно, по Теореме 1 система (1) с ограничениями 
(2) является робастно устойчивой. 

Пример 3. Рассмотрим систему (1), (2), в ко-
торой 









=

0
cos

0
0

(t)A
t

, 


+




=

0
3cos

0
0

(t)A 
t

.

В этом случае )()( tAtA =


 и можно приме-
нить Теорему 2. Матрициант и матрица монодро-
мии системы (4) имеют вид:




+




=Φ

1
3sin

0
1

(t) 
t

, 







=Φ

1
0

0
1

(0) ,

 . 

Характеристическое уравнение имеет два 
одинаковых корня 1 21 == ρρ  и условие (5) не 
выполнено. Следовательно, по Теореме 2 система 
(1) не является робастно устойчивой относительно 
ограничений (2).

Приложение

Доказательство Теоремы 1. Используем ме-
тод сравнения с вектор-функцией Ляпунова [16]. 
Рассмотрим вектор-функцию Ляпунова вида 

)(xV =         (П.1)

с компонентами 

)(xVi =               (П.2)

В (П.1) и далее под абсолютной величиной 
 вектора nRx∈  понимается n-мерный вектор с 

компонентами .
Правой верхней производной от )(xV  отно-

сительно системы (1) будем называть вектор-функ-
цию [13] 

.
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Вычислим компоненты вектор-функции: 
:

Отсюда с учетом неравенства (2) и определе-
ния матрицы )(tA



 вытекает неравенство:

         (П.3)

Следовательно, в силу (П.2) и (П.3) справед-
ливо неравенство:

  
(П.4)

Система скалярных неравенств (П.4) эквива-
лентна матричному неравенству:

      (П.5)

В [16, в параграфе 1 главы 2] рассматривается 
система: 

   (П.6)

Вещественные функции ),...,,( 1 ni xxtX  
определены и непрерывны в области 

 (  или  
) и имеют в ней непрерывные част-

ные производные по nxx ,...,1 , которые 
ограничены в каждой замкнутой области 

 Это  
обеспечивает существование, единственность и 
нелокальную продолжимость решений системы, 
непрерывную зависимость их от начальных усло-
вий (и времени t) в области Г. При  пред-
полагается продолжимость решений для всех 

. Рассматривается также вектор- 
функция kTk Rxtxtxt →Γ= :  ,)),(),...,,((),( 1 γγγγ .  
Для нее вводится норма 

 и производная по 
времени в силу системы (П.6)

 

,

где  – вектор-столбец, а  – nk × -матрица  
 
с элементами .

Непрерывно дифференцируемая функция 
kR→Γ: γ  и вспомогательное дифференциаль-

ное уравнение 

             (П.7)

называются вектор-функцией сравнения и систе-
мой сравнения для системы (П.6), если для них 
выполнены условия:

)),(,(),( xttfxt γγ ≤
  при ,),( Γ∈xt

 или

где )(ΩW – класс функций, определенных, не-
прерывных в открытой области kR×Ι⊆Ω  и 
квазимонотонных в следующем смысле: каждая 
вещественная функция sf  является неубыва-
ющей по совокупности внедиагональных пере-
менных ),...,,,...,( 111 kss yyyy +-  в области Ω ,  
т.е. такой, что ),(),( 21 ytfytf ss ≤  для любых

Для вектор-функции ),( xtγ  и целого числа 
)1( kll ≤≤  на Г определена скалярная непрерыв-

ная функция 

  ,1s             
),(  max  ),( s

l
xtxt

=

= γγ
.

Вектор-функция сравнения γ  для (П.6) на-
зывается вектор-функцией Ляпунова для уравне-
ния (П.6), если она обладает одним из следующих 
свойств:

0),( >xtγ  при ,0  ,0 ≥> tx
),( xtγ  – определенно положительна,
),( xtγ  допускает бесконечно большой низший 

предел,

),( xtsγ  допускает бесконечно малый высший 
предел,
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В работе [16, глава 2, параграф 4] доказана 
следующая теорема. 

Для асимптотической устойчивости невоз-
мущенного движения 0=x  системы (П.6) доста-
точно, чтобы для некоторых k,0Γ  и )1( kll ≤≤  
существовала вектор-функция Ляпунова, облада-
ющая в 0Γ  следующими свойствами:

1. Функция ),( xtγ  определенно положитель-
на.

2. Нулевое решение системы сравнения 
(П.7) асимптотически устойчиво относитель-
но lyy ,...,1  при условии ),( 000 xty γ= , при 

000 ),( Γ∈xt . 
Так как скалярная функция 

iniini
xxVxv

≤≤≤≤
==

11
max)(max)(  определенно-поло- 

 
жительна в nR , то в соответсвии с приведенными 
выше определениями, с учетом неравенства (П.5) 
вектор-функция )(xV  и система (4) являются со-
ответственно вектор-функцией Ляпунова и систе-
мой сравнения для всякой конкретной системы 
вида (1) при любом выборе матрицы )(tA , удов-
летворяющей неравенствам (2). Поэтому из приве-
денной выше теоремы следует, что условие асим-
птотической устойчивости системы сравнения (4) 
обеспечивает асимптотическую устойчивость вся-
кой системы из интервального множества (1),(2), 
а значит, и робастную устойчивость системы (1) 
относительно интервальных ограничений (2). Те-
орема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. В доказатель-
стве нуждается лишь необходимость, так как до-
статочность следует из Теоремы 1. Для доказатель-
ства необходимости заметим, что из определения 
матрицы )(tA



 и условия (6), вытекает неравенство 
 Поэтому в рассматриваемом случае 

матрица )(TΦ  будет матрицей монодромии для 
периодической системы

.)( xtAx =
                         (П.8)

Асимптотическая устойчивость системы (П.8) 
является необходимым условием для робастной 
устойчивости интервальной системы (1),(2). Сле-
довательно, в условиях Теоремы 2 асимптотическая 
устойчивость системы (4) является не только до-
статочным, но и необходимым условием робастной 
устойчивости системы (1)-(2). Теорема 2 доказана.
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