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Введение

Изучение систем управления привело к ис-
пользованию теории дифференциальных включе-
ний.

Рассмотрим систему управления:

                       (1)

где nRx∈ ,  – вектор скорости, t – вре-
мя, а )(tuu = – управление, на которое наложено 
ограничение

Utu ∈)( ,                           (2)

U – произвольное множество, nRU ∈ .
При довольно общих предположениях систе-

ма управления (1) с ограничениями (2) эквивалент-
на дифференциальному включению

                          (3)

где   ),( xtF – некоторое заданное многозначное 
отображение, т.е. функция, которая каждому мо-
менту времени t и каждой фазовой точке nRx∈  
ставит в соответствие множество nR  ),( ∈xtF .

В форме дифференциального включения (3) 
можно представить не только систему управления 
(1), (2), но также различные классы других объек-
тов. Это и системы управления с переменной обла-
стью управления   и си-
стемы дифференциальных неравенств, и неявные 
дифференциальные уравнения, и системы управ-
ления с фазовыми ограничениями, и дифференци-
альные уравнения с разрывной правой частью.

Теория дифференциальных включений хорошо 
развита, см., например, обзоры [1,2]. Однако рабо-
ты, связанные с периодическими по времени диф-
ференциальными включениями (например, [3-5]), 
в основном посвящены вопросам существования 

периодических решений. Немного работ посвящено 
исследованию свойств решений периодических по 
времени дифференциальных включений. Так, напри-
мер, в [6,7] для периодического по времени диффе-
ренциального включения строится дифференциаль-
ное включение первого приближения. Доказано, что 
если дифференциальное включение первого прибли-
жения слабо асимптотически (или экспоненциаль-
но) устойчиво, то и рассматриваемое периодическое 
дифференциальное включение слабо асимптотиче-
ски (или экспоненциально) устойчиво. Показано, 
что предложенный метод можно использовать для 
исследования свойств слабой асимптотической (или 
экспоненциальной) устойчивости включений экви-
валентных системам управления. В [8] доказано, что 
периодические дифференциальные включения обла-
дают рядом свойств, которые были установлены для 
автономных дифференциальных включений. Данная 
работа является продолжением [8].

1. Постановка задачи

В работах [9-13] решались задачи об абсолют-
ной или робастной устойчивости систем управле-
ния с периодически изменяющимися параметрами. 
В [9] установлено, что рассматриваемая система 
управления с периодическими параметрами экви-
валентна периодическому по времени дифференци-
альному включению. В [13], в качестве обобщения, 
рассматривались линейные нестационарные систе-
мы управления,  описываемые уравнениями вида: 

,)()(
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где  – n-мерный вектор состояния 
системы, =)(tAk  – заданные непре-
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рывные периодические матрицы периода T > 0, 
=+ )( TtAk )(tAk , , а ограниченные из-

меримые функции )(tkλ ,  удовлетворяют 
при всех 0≥t  условиям 

0)( ≥tkλ , 1)(
1

=∑
=

t
m

k
kλ .             (5)

Cистема (4), (5) эквивалентна периодическо-
му дифференциальному включению

 (6)

Эквивалентность понимается в смысле совпа-
дения множеств абсолютно непрерывных решений 
системы (4), (5) и включения (6) при одинаковых на-
чальных условиях. В [14] рассмотрен ряд примеров, 
приводящих к системам вида (4), (5). Это и следя-
щие системы, элементы которых работают на пе-
ременном токе, и системы управления с амплитуд-
но-импульсной модуляцией, и задачи, возникающие 
при исследовании вибраций фрезерных станков.

Рассмотрим периодическое дифференциаль-
ное включение общего вида:

         (7)

Везде далее будем предполагать, что мно-
гозначная функция F(t,x) в некоторой области  

}}:{G  ,  ,0{ 00R RxxGxTtG R ≤=∈≤≤=  
удовлетворяет основным условиям [15, с. 60], т.е. 
при всех Gxt ∈),(  множество nRxtF ⊂),(  яв-
ляется непустым, ограниченным, замкнутым, вы-
пуклым и функция F(t,x) полунепрерывна сверху 
[15, с. 52] по (t,x).

Решением включения (7) будем называть аб-
солютно непрерывную вектор-функцию x(t), опре-
деленную на интервале или отрезке I , которая 
почти всюду на I удовлетворяет (7). В силу пери-
одичности по t многозначной функции F(t,x) при 
исследовании свойств решений x(t,t0,x0) включения 
(7) без ограничения общности можно считать, что 
t0 ∈ [0,T]. Из определения решения и периодично-
сти по t правой части включения (7) вытекают сле-
дующие два свойства. Если функция x(t) является 
решением включения (7) (при βα << t ), то:
1) функция  (  –  
любое целое число) также является решением 
включения (7) и эти решения имеют одну и ту же 
траекторию;
2) для любых t0 ∈ [0,T] t1, t таких, что t0 ≤ t1 ≤ t, вы-
полнено равенство ))(,,( 11 txttx = ),,( 00 xttx , где 

.

Пусть nRa∈ , nRb∈  – точки (векторы) с ко-
ординатами ia , ib , ni ,1= . nRB ⊂ – множество. 
Под расстоянием ρ  между точками или точкой и 
множеством будем понимать следующие неотри-
цательные числа: 2/1

2

1
)(),( 







−=−= ∑

=

n

i
ii bababaρ ,

),(inf),( baBa
Bb∈

=ρ .

Известно, что функция ),()( Bxx ρϕ =  рав-
номерно непрерывна, для любых точек nRx∈ ,  

nRy∈  . Замкнутой 
ε -окрестностью εM  множества M будем назы-
вать множество таких точек x , что .  
Пусть GM ⊂ .

Определение 1. Множество M называет-
ся асимптотически устойчивым для включения 
(7), если для любого 0>ε  существует такое 

0)( >εδ , что для каждого 0x , для которого 
, существует решение с началь-

ным условием 00 )( xtx = . Все такие решения 
продолжаются на интервал ∞<≤ tt0  и удовлет-
воряют условиям:

 при ∞<≤ tt0 , 

 при ∞→t .

Задача состоит в исследовании свойств ре-
шений включения (7) при наличии асимтотически 
устойчивого множества M.

2. Основные результаты

Теорема 1. Если ограниченное множество 
M асимптотически устойчиво для включения (7), 
то существует такое ,00 >δ  что для любых 

],0[0 Tt ∈  и 0
0 δMx ∈  все решения ),,( 00 xttx  

включения (7) удовлетворяют условию   

 при ∞→t         (8)

равномерно по (t0,x0). 
Доказательство теоремы 1 приведено в при-

ложении.
Теорема 1 является обобщением Леммы 2, 

доказанной для автономных дифференциальных 
включений [16]. 

Ниже будем рассматривать однородные по 
x ∈ nR  дифференциальные включения. Если B  - 
множество в nR , c  – число, то cB обозначает мно-
жество точек вида cx для всех x ∈ B . 

Определение 2. Многозначная функция F(t,x) 
называется однородной (первой степени) по x, если 
F(t,cx)≡cF(t,x) для всех c > 0.
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Определение 3. Дифференциальное включе-
ние 

 (9)

называется однородным по x.
Однородное дифференциальное включение 

(9) не меняется при замене x = cx1 с любым c > 0.  
Это значит, что если функция )(tx ϕ= – реше-
ние включения (9), то для любого c > 0 функция 

)(tcx ϕ=  тоже является решением.
Рассмотрим периодическое по t и однородное 

по x дифференциальное включение:

            (10)
В силу однородности включения (10) по x  

справедливо
Следствие теоремы 1. Если ограниченное 

множество M асимптотически устойчиво для 
включения (10), то все решения ))(,,( 00 txttx  вклю-
чения (10) с начальными условиями ],0[0 Tt ∈ ,  

RGx ∈0  (где R  – любое положительное число) 
удовлетворяет условию (8) равномерно по (t0,x0).

Для включения (10) имеет место 
Теорема 2. Выполнение условия (8) для всех 

решений включения (10) необходимо и достаточ-
но для того, чтобы множество M было асим-
птотически устойчивым равномерно по ),( 00 xt   
( ],0[0 Tt ∈ , RGx ∈0 , R  – любое положительное 
число).

Доказательство теоремы 2 приведено в при-
ложении.

Из теоремы 2 вытекает
Следствие теоремы 2. Асимтотическая 

устойчивость множества M для включения 
(10) эквивалентна его равномерной по ),( 00 xt  

 -   ,0 RGx R∈ любое положительное 
число} асимптотической устойчивости.

Приложение

Доказательство теоремы 1. Докажем вна-
чале, что существует такое ,00 >δ  при котором 
все решения включения (7) с начальным услови-
ем )( 0tx = ,0x  0

0 δMx ∈  удовлетворяют усло-
вию (8) равномерно при всяком фиксированном 

],0[0 Tt ∈ .
Допустим противное, тогда для любого 
,0>δ  существуют такие ,0)( >δη ],0[0 Tt ∈ ,  

последовательность решений )(txk  включе-
ния (7), последовательности чисел  
и векторов ,...,2,1  ,0 =kx k  что δMxk ∈0 , 

Так как M асимптотически устойчиво, то для 
любого 0>ε  можно взять δ столь малым, что 
для всех решений c δMtx ∈)( 0  будут выполнены 
соотношения: 

ερ ≤))),(,,(( 00 Mtxttx  
          (П.1)

Следовательно, существует такое число 
0>µ , что для всех решений включения (7) с 

µMtx ∈)( 0  справедливо неравенство:
)())),(,,(( 00 δηρ ≤Mtxttx   (П.2)

Покажем, что для всех ),,( 00
k

k xttx  выпол-
нены неравенства:

          (П.3)
Действительно, в противном случае су-

ществовали бы такие k~  и )~(km  ( kkm ~)~(1 ≤≤ ), 
что  .	  
Тогда для решения включения (7)

 
),,)~((

~

00~
k

k xtTkmtx + )(     0 ∞<≤ tt  выполнялись 
бы соотношения: 

что противоречит (П.2).
Из последовательности отрезков решений 
)(txk  можно выбрать подпоследовательность, 

равномерно сходящуюся при 10 ttt ≤≤ , а из нее 
– новую подпоследовательность, равномерно схо-
дящуюся при 20 ttt ≤≤  и т.д. Поскольку ),( xtF  
удовлетворяет основным условиям предельная 
функция )(tx  является решением включения (7) 
[15, с. 60], для которого в силу (П.3) δMtx ∈)( 0 ,  

, 1,2,...,k =  
что противоречит (П.1). Таким образом, справед-
ливо утверждение, сформулированное в начале до-
казательства теоремы.

Докажем теперь утверждение теоремы 1. 
Пусть оно не выполнено, тогда для любого 0>δ  
существуют такие числа ,0)( >δη последователь-
ность решений )(txk  включения (7), последова-
тельности чисел kt0  ( ],0[0 Tt k ∈ ),  и 
векторов ,...,2,1  ,0 =kx k  что

δMxk ∈0  
 (П.4)
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Без ограничения общности можно считать, 
что ,0δδ <  где 0δ – число, при котором выпол-
няется доказанное выше утверждение. Поскольку 

δMxk ∈0 , ],0[0 Tt k ∈ , ,...,2,1 =k из последова-
тельности чисел ,...2,1 =k  можно выделить та-
кую подпоследовательность  что 
одновременно существуют пределы 00lim xx k

k
′=′

∞→′
  

 
( δM∈′0x ), 00lim tt k

k
′=′

∞→′
 ( ],0[0 Tt ∈′ ). Для упро- 

 
щения записи будем считать, что kt ′

0 = kt0 , kx ′
0 = kx0 , 

,...,2,1 k ==′ k  и 

00lim xx k

k
=

∞→
,  .lim 00 tt k

k
=

∞→
            (П.5)

Пусть  Из (П.5) следу-
ет, что существует такое ,1K  что для всех 1Kk ≥

.2/)x,( 00 βρ <kx                 (П.6)

Так как все решения включения (7) в лю-
бой замкнутой ограниченной области, при-
надлежащей области G  равностепенно непре-
рывны [15, с. 61], то они будут равностепенно 
непрерывны и в области  { 0 δMx∈ , .  
Поэтому для точки 0t  существует такая окрест-
ность ]},,0[  ,2/:{)( 00 TtttttS ∈≤−= γγ  

],[)( 0 batS =γ  (при  ,ta  :0 00 ==t
при 00 tb  : == Tt ), что для всех решений 

))~(,~,( 00 txttx  включения (7) при ],[~
0 bat ∈  и 

δMtx ∈)~( 0

        (П.7)

Тогда для решений )(txk  при 1Kk ≥ , учи-
тывая равномерную непрерывность функции 

),()( Mxx ρϕ = , (П.6) и (П.7), имеем соотноше-
ния: 

Складывая последние два неравенства полу-
чим:

, .1Kk ≥  (П.8)
Отсюда и из (П.4), (П.5) следует, что суще-

ствует 2K  такое, что для всех 2Kk ≥  будут одно-
временно выполняться соотношения:

,0 Tbt k ≤≤  , 
.          (П.9)

От последовательности решений )(txk  
включения (7), удовлетворяющей неравенствам 
(П.4), учитывая (П.9), при 2Kk ≥  перейдем к по-

следовательности решений )(tyk  
определяемой соотношениями:

)(byk == ky0 )(bxk , ,0δ  

 .t k ∞→  (П.10)
Существование последовательности )(tyk , 

,2Kk = ,12 +K ,...22 +K  ( ,∞<≤ tb  Tb ≤<0 ),  
удовлетворяющей условиям (П.10), противоре-
чит доказанному выше равномерному по 0x  (при 

0
0 δMx ∈ , ],0[0 Tt ∈ ) выполнению соотноше-

ния (8) для всех решений включения (7). Теорема 
доказана. 

Доказательство теоремы 2. Необходимость 
следует из определения асимптотической устойчи-
вости множества M для включения (10) [15, с.115] 
в силу свойства однородности.

Достаточность. Предположим, что M не 
является устойчивым равномерно по ],0[0 Tt ∈
. Тогда существуют число ,0>ε  последователь-
ность решений )(txk  включения (10) и последова-
тельности чисел ],0[0 Tt k ∈ , kδ , ,...,2,1 =k  что 

. (П.11)

Пусть ka  – последняя из точек отрезка 
 , в которой , а  – пер-

вая после ka  точка, в которой .  
При ],[ kk bat ∈  выполнены неравенства 

.
В силу однородности включения (10) функ-

ция )()( 1 txty kkk
−= δ  – решение, для которого вы-

полнены соотношения:

                 , 
 

      (П.12)
Из (П.11) следует, что 

 Кроме того, 
,...2,1 =k  Все решения ),,( 00 xttx  

( 00 δ≤x ) включения (10) суще-
ствуют при ,0 ∞<≤ tt  так как по условию они 
удовлетворяют соотношению (8). Следовательно, 
по теореме 3 [15, с. 62] множество этих решений 
на любом отрезке ],[ 0 Lt  компактно в метрике 

],[ 0 LtC , а значит, ограничено. Поэтому ∞→kb ,  
∞→− )( kk ab  )( ∞→k . Тогда существует та-

кое K , что для всех Kk ≥  .Tab kk >−  Пусть 
Tmk  – первое после ka  число, кратное T , та-

кое, что .kk aTm >  Тогда из (П.12) следует, что 
, Kk ≥ .

Применяя еще раз теорему 3 из [15, с.62], по-
лучим неравенства

,1 ∞<≤≤ Qkγ                      (П.13)
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справедливые при Kk ≥ . Однако, переобозначив 
последовательность  можно считать, что все 
сказанное о ней выше (и, в частности, неравенство 
(П.13) выполнено при ,...2,1 =k

В силу периодичности включения (10) функция 
)()(~ Tmtyty kkk +=  будет решением этого вклю-

чения. Учитывая соотношения (П.12), получим:
,

 (П.14)

От решений  используя свойство одно-
родности включения (10), перейдем к решениям 

)(~)( 1 tytz kkk
−= γ  ,...)2,1 ( =k . Из (П.13), (П.14) 

вытекают соотношения: ,

 , 

 .

Из последовательности  выделим под-
последовательность, равномерно сходящуюся при 

,10 ≤≤ t  а из нее – подпоследовательность равно-
мерно сходящуюся при ,20 ≤≤ t  и т.д. Предель-
ная функция )(tz  – решение включения (10) [15, 
с.60],  при ,0 ∞<≤ t  а это про-
тиворечит тому, что все решения включения (10) 
удовлетворяют условию (8).

Следовательно, исходное предположение неверно 
и множество M устойчиво равномерно по ],0[0 Tt ∈  
для включения (10). Так как все решения включения 
(10) удовлетворяют условию (8), то M асимптотически 
устойчиво. Тогда, согласно следствию теоремы 1, мно-
жество M будет асимптотически устойчиво равномерно 
по ),( 00 xt   R ,0 Rx ≤ – любое положи-
тельное число}. Теорема 2 доказана.
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On properties of the solutions of time-periodic differential inclusions  
with asymptotically stable sets 

M.V. Morozov

Abstract. Some properties of the solutions of time-periodic differential inclusions with asymptotically stable 
sets were established.
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