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Введение

Современное промышленное производство 
является сложной социально-технической систе-
мой. Социальную сторону производства состав-
ляют производственные отношения людей. Эти 
отношения изучает политическая экономия. Тех-
ническую сторону производства изучают специ-
альные технические дисциплины, такие как техно-
логия штамповки, технология резания металлов, 
технология машиностроения и т.д. Каждая из 
этих дисциплин изучает технологию производ-
ства конкретных изделий. Общим, что объединяет 
различные производства, являются затраты чело-
веческого труда. Естественной мерой затрат труда 
является рабочее время. «Но рабочее время изме-
няется с каждым изменением производительной 
силы труда. Производительная сила труда опреде-
ляется разнообразными обстоятельствами, меж-

ду прочим средней степенью искусства рабочего, 
уровнем развития науки и степенью ее технологи-
ческого применения, общественной комбинацией 
производственного процесса, размерами и эффек-
тивностью средств производства, природными ус-
ловиями» [1,с.48].

При анализе производственного процесса и 
затрат рабочего времени существует два подхода, 
во-первых, – статистический анализ данных об об-
рабатываемых изделиях [2-4], и, во-вторых, – ана-
лиз технических особенностей наладки и функци-
онирования производственного оборудования [5, 
6]. Здесь два принципиально различных подхода: 
в первом случае анализируется продукт труда, а 
во втором – средство труда. Уместно напомнить, 
что «Экономические эпохи различаются не тем, 
что производится, а тем, как производится, какими 
средствами труда» [1,с.191]. Следовательно, иссле-
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дование процесса труда необходимо начинать не с 
анализа продуктов труда, а с анализа орудий труда, 
с анализа развития их производительной силы.

Орудие труда является для рабочего прово-
дником его воздействия на предмет труда. Воз-
действуя на предмет труда различными орудия-
ми, человек добивается качественных изменений 
предмета труда и превращения его в продукт труда 
определенной стоимости. Воздействуя на предмет 
труда, «он в то же время изменяет свою собствен-
ную природу» [1,с.184]. 

Задачей статьи является экономико-матема-
тическое исследование процесса труда в условиях 
производства и вывод системы уравнений серий-
ного производства. Такова основная задача и цель 
настоящей работы.

1. Уравнение оптимума

Исследуя товарное производство, К. Маркс 
назвал труд субстанцией стоимости, а естественной 
мерой труда считал в первую очередь его продол-
жительность. «Общественно необходимое рабочее 
время есть то рабочее время, которое требуется для 
изготовления какой-либо потребительской стоимо-
сти при наличии общественно нормальных услови-
ях производства и при среднем в данном обществе 
уровне умелости и интенсивности труда» [1,с.47]. 
Это общественно необходимое рабочее время про-
изводства изделия в нормальных условиях и при 
средней умелости и интенсивности труда опреде-
ляется технической трудоемкостью. В машиностро-
ении техническая трудоемкость определяет время, 
затраченное основными рабочими на производство 
партии изделий, и определяется [7,с.30] по формуле

T = nt + tz,                                (1)

где T – техническая трудоемкость партии n изде-
лий;
n – размер партии изделий,
t = ∑ti – норма штучного времени обработки изде-
лия по всем i операциям;
tz = ∑ tzj – норма подготовительно-заключительно-
го времени по всем j операциям.

Присутствие в формуле (1) двух слагаемых 
является признаком качественного различия штуч-
ного и подготовительно-заключительного време-
ни. Штучное время t определяет производитель-
ные затраты рабочего времени при использовании 
общественно необходимых орудий труда. Произ-
водительное время овеществляется в каждом изде-
лии в качестве меновой стоимости товара. Произ-
водительные затраты рабочего времени зависят от 
умелости рабочего и совершенства используемых 

орудий труда и поэтому являются показателем раз-
вития производительной силы труда. 

Подготовительно-заключительное время tz 
обусловлено знакомством рабочего с чертежом, 
заготовкой инструмента, приспособлений, налад-
кой станка и т.п. Этот труд по отношению к штуч-
ному «…оказывает услуги не в качестве вещи, а в 
качестве деятельности» [8,с.413] и выступает как 
стоимость организации самой возможности произ-
водства изделий. 

Затраты производительного и подготовитель-
ного рабочего времени присущи любому способу 
производственной деятельности, где имеет место 
производство не только предметов потребления, но 
и орудий труда. Уже для нашего предка, для которого 
охота была еще единственной сферой производствен-
ной деятельности, затрата времени для производства 
стрелы была подготовительной по сравнению с за-
тратой времени на охоту. И ему было небезразлично, 
какую часть времени он затратил на изготовление 
стрелы, потому что, «если дикарь изготовляет лук, 
стрелы, каменные молотки, топоры, корзины и т.п., – 
то он совершенно отчетливо сознает, что израсходо-
ванное на это время он употребил не на производство 
предметов потребления» [9,с.439]. 

Величина затрат общественно необходимого 
рабочего времени обусловлена в каждый истори-
ческий период уровнем развития производитель-
ных сил, т.е. общественно необходимое, произ-
водительное и подготовительно-заключительное 
время являются экономическими категориями, а в 
математическом отношении функциями времени t. 
Поэтому формулу (1) перепишем в виде 

T(t)=nt(t)+tz(t).                          (2)

Таким образом, формула (2) выражает в раз-
личных экономических условиях (t) количествен-
ные соотношения между затратами общественно 
необходимого T(t), производительного Tp(t) и под-
готовительного труда tz(t) на производство партии 
n изделий. В целом, формула (2) определяет вновь 
созданную товарную стоимость во время (t).

Товарная стоимость создается затратами про-
изводительного труда и в этом отношении выраже-
ние 

TР(t) = nt(t)                           (3)

определяет овеществленную стоимость во вновь 
созданной товарной стоимости.

Учитывая (3), формулу (2) перепишем в виде 
TР(t) = T(t) – tz(t),                        (4)

которая отражает овеществленную стоимость, 
созданную производительным трудом.
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Производство и потребление товара, как пра-
вило, разделено во времени, а товарная стоимость 
в момент потребления может существенным об-
разом отличаться от стоимости продукта труда во 
время производства. Такое различие стоимости 
может быть результатом пересмотра норм штуч-
ного времени, так как «пересмотр действующих 
норм проводится по мере разработки и внедрения 
организационно технических мероприятий, на-
правленных на дальнейшее повышение произво-
дительности труда» [7,с.61].

Если на изготовление n изделий в момент вре-
мени t было затрачено только производительное 
время (3), а в течение времени Dt они оставались 
невостребованными, то в момент потребления 
(t+D)t фактически будет востребована стоимость, 
которая оценивается по трудоемкости в момент 
потребления (t+Dt), а не в момент производства 
(t). Вследствие роста производительности труда 
р′(t), которая определяется плановым пересмотром 
(уменьшением) норм штучного времени t(t) фак-
тически будет востребована несколько меньшая 
стоимость

Tp(t+Dt) = nt(t) – p′ nt(t)Dt,           (5)

в которой производительные затраты nt(t) вы-
ступают как овеществленная стоимость T(t+Dt) в 
момент потребления (t+Dt) предыдущей партии 
товара, а величина –p′nt(t)Dt как плата за замора-
живание овеществленного труда на период Dt, как 
плата, аналогичная величине tz(t+Dt), за повтор-
ную переналадку оборудования. Учитывая это за-
мечание выражение (5) перепишем в виде

Tp(t+Dt) = T(t+Dt)) – p′ nt(t)Dt.           (6)

Такое допущение имеет место при серийном 
производстве, когда периодически повторяется за-
пуск изделий партиями. В этом случае, если закон-
чилась предыдущая партия изделий, то в момент 
(t+Dt) будет произведена новая партия и в соответ-
ствии с (4) создана товарная стоимость

TР(t+Dt) = T(t+Dt) – tz(t+Dt).            (7)

Формулы (6) и (7) выражают одну и ту же сто-
имость во время (t+Dt). Приравнивая правые части 
выражений (6) и (7) получим уравнение экономи-
чески целесообразного повторного запуска партии 
изделий:

tz(t+Dt) = p′ nt(t)Dt.                        (8)

Экономическое содержание уравнения (8) со-
стоит в том, что, если потери производительного 
труда на партию изделий за период потребления 
предыдущей партии сравнимы с затратами труда 

на повторный запуск новой партии, то повторный 
запуск производства изделий экономически оправ-
дан. В этом случае потери производительного вре-
мени от замораживания овеществленного труда 
будут равны подготовительно-заключительному 
времени повторного запуска производства изде-
лий. Уравнение (8) будем назвать уравнением оп-
тимума. 

Из уравнения (8) получаем в явном виде фор-
мулу для вычисления оптимального размера пар-
тии изделий
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Чтобы воспользоваться этой формулой в 
практике вычисления оптимального размера пар-
тии, необходимо определить длительность Dt по-
требления предыдущей партии.

2. Интегральное уравнение оптимума

Исходной формулой для анализа затрат про-
изводительного рабочего времени является форму-
ла (5), которую с учетом (3) перепишем в виде

Tp(t+Dt)= Tp(t) – p′ Tp(t) Dt,                (10)

или
( ) ( )
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p

t t tT T p tTt
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Переходя к пределу при 0tD → , получим ли-
нейное дифференциальное уравнение с постоян-
ным коэффициентом

( )
' ( )p

p
tdT p tTdt
= - .                      (12)

Решение этого уравнения [10,с.243] c точно-
стью до const является функция

Tp(t)=Tp(0)×exp(– p′ t),                 (13)

которая дает количественную оценку уменьшения 
затрат производительного рабочего времени в те-
чение промежутка времени t при данном темпе ро-
ста p′ производительности общественного труда. 
Разницу затрат производительного времени Tp(t) 
за промежуток времени t от замораживания ове-
ществленного труда вычислим используя значения 
функции (13) для t = 0 и t’ = t 

DTp(t)=Tp(0)- Tp(t)= Tp(0)- Tp(0)×exp(– p′ t)=

= Tp(0)×(1-exp(-p′ t)).                 (14)
Экономический смысл этих математических 

преобразований состоит в том, что мы получили 
аналитическую формулу уменьшения затрат про-
изводительного труда в зависимости от темпов 
роста производительности общественного труда 
и длительности промежутка времени между про-



40 Труды ИСА РАН. Том 67. 4/2017

Математические модели социально-экономических процессов В.И. Водолазский

изводством и потреблением товара. При серийном 
производстве, когда периодически повторяется за-
пуск производства изделий естественную убыль 
стоимости DTp(t) в выражении (14) можно прирав-
нять к издержкам повторного запуска производ-
ства изделий в текущий момент времени. В этом 
случае уравнение равнозначности потерь от замо-
раживания овеществленного труда и от повторного 
запуска изделий получим по аналогии с (8) в виде

tz(t) = Tp(0)(1-exp(-p′ t)).              (15)

Уравнение (15) функционально объединяет 
издержки повторного запуска производства пар-
тии изделий с издержками от естественной убыли 
меновой стоимости изделий в течение промежутка 
времени t. Уравнение (15) является интегральной 
формой (8) и выражает условие, при котором до-
стигаются минимальные потери производительно-
го рабочего времени при повторном запуске пар-
тии изделий в производство. Уравнение (15) будем 
называть интегральным уравнением оптимума. 
Экономическое содержание этого уравнения сле-
дующее: оно показывает, на сколь длительное вре-
мя t экономически допустимо замораживание ове-
ществленного труда Tp при данных темпах p′ роста 
производительности труда, если сама возможность 
функционирования производительного труда в те-
чении Tp часов стоит затрат tz(t).

Теперь необходимо обсудить, насколько 
правомерно дифференцирование и интегрирова-
ние функции затрат производительного рабочего 
времени Tp(t). Если рассматривать конкретную 
выборку изделий станочного производства, то 
вполне вероятно, что за время их производства 
вплоть до морального износа оборудования 
штучное время не будет пересмотрено. Но если 
взять в рассмотрение всю номенклатуру изделий 
станочного цеха крупного машиностроительно-
го завода, перечень которых насчитывает тыся-
чи наименований, то процесс пересмотра норм 
штучного времени приобретет плановый харак-
тер, т.е. в математическом отношении станет 
непрерывной и дифференцируемой функцией 
времени. Если проанализировать незначитель-
ную номенклатуру изделий определенной техно-
логической группы (например, токарной) и рас-
смотреть статистику за длительный промежуток 
времени (3-5лет) их производства, то также вы-
явится закономерность непрерывного снижения 
нормы штучного времени.

Учитывая (2) и (3) для t=0 и подставляя зна-
чение TР(0) = nt(0) в уравнение (15), получаем в 
явном виде формулу для вычисления оптимально-
го размера партии изделий

1 (0)
1 exp( ' ) (0)

ztn
p t t

= ⋅
- -

.                 (16)

Чтобы воспользоваться этой формулой в 
практике вычисления оптимального размера пар-
тии, необходимо определить длительность t потре-
бления предыдущей партии изделий.

3. Уравнение серийного процесса 
производства

При серийном производстве выпуск продук-
ции производится сериями, а деталей – партиями. 
Партии деталей передаются участкам с определен-
ным интервалом в последовательности выполне-
ния технологических операций. Такую последова-
тельность выпуска изделий можно характеризовать 
потоками производства и потребления деталей 
отдельными участками (цехами). Задача управле-
ния серийным производством состоит в синхрони-
зации ритма этих потоков, т.е. поток потребления 
изделий должен быть во времени сбалансирован 
потоком их производства. 

В условиях серийного производства суточное 
(сменное) потребление деталей представим в виде 
непрерывного потока событий с плотностью n. В 
общем случае плотность потока есть функция вре-
мени 

n=n(q),                                  (17)

которая определяет количество деталей, потребля-
емых за единицу времени в момент q. Количество 
деталей, потребляемое в течение времени t будет 

0
( ) ( )

t
n t dn q q= ∫ .                               (18)

Промежуток времени t в выражении (18) оз-
начает длительность потребления предшествую-
щей партии деталей, размер которой определяется 
выражением (16) при производстве изделий опти-
мальными партиями. Приравнивая правые части 
формул (16) и (18) получим уравнение баланса 
производства и потребления при серийном произ-
водстве

0

1 (0) ( )
1 exp( ' ) (0)

t
zt d

p t
n q q

t
⋅ = ∫

- -
.          (19)

Уравнение (19) функционально объединяет 
такие важнейшие параметры производства, как су-
точная потребность n(q) в изделиях, норма штуч-
ного времени t, затраты tz на повторный запуск 
деталей, периодичность t технологического цикла 
при данных темпах роста производительности тру-
да p’. Поэтому это уравнение будем называть урав-
нением серийного процесса производства. 
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В практике производства приходится решать 
обратную задачу: устанавливается директивно 
длительность t технологического цикла (период 
повторяемости запуска изделий) и требуется так 
организовать производство (провести технологи-
ческую подготовку производства с затратами tz), 
чтобы в течение всего срока t удовлетворялась 
потребность (18) в изделиях при наименьших за-
тратах труда (16). Эта задача сводится к решению 
уравнения процесса производства (19) при усло-
вии повторного запуска изделий в момент времени 
t оптимальными партиями (16), т. е. к решению си-
стемы уравнений

0

(0)1 ( ) ,
1 exp( ' ) (0)

( )1 .
1 exp( ' ) ( )

t
z

z

d
p t

t
n

p t t

t

t

n q q
t

t


⋅ = - -


 = ⋅ - -

∫
      (20)

Система уравнений (20) позволяет так орга-
низовать подготовку tz(t) и спланировать производ-
ство деталей оптимальными партиями n, чтобы в 
течение времени t была бы обеспечена суточная 
(сменная) потребность n(q) деталями трудоемко-
стью t(t). Поэтому уравнения (20) будем называть 
системой уравнений организации серийного про-
цесса производства.

Система уравнений (20) содержит пара-
метр –p’, с помощью которого мы характеризо-
вали среднестатистическое уменьшение нормы 
штучного времени в нашей микроэкономической 
модели производства. В тоже время параметр p’ 
характеризовал темпы роста производительных 
сил. В этом отношении параметр p’ выступает как 
параметр макроэкономической модели развития 
производительных сил общества. Для применения 
системы уравнений (20) в практике решения при-
кладных задач необходимо найти метод измерения 
параметра p’.

Заключение

При выводе системы уравнений рассматри-
вались качественно различные величины, как по 
численному значению, так и по содержанию: t – 
штучное время, измеряемое, как правило, мину-
тами, tz – подготовительно-заключительное время, 
измеряемое десятками минут и часами, t – период 
повторного запуска изделий, измеряемый месяца-
ми. Каждая из этих величин характеризует каче-
ственно различные затраты труда: минуты измеря-
ют затраты сил и нервов живого труда станочника, 
часы характеризуют затраты подготовительно-за-

ключительного времени и труд наладчиков и ин-
женеров. Период повторного запуска изделий, ис-
пользуемый совместно с параметром р′ в качестве 
показателя экспоненты, отслеживает экономиче-
ские и технологические изменения в производстве 
изделия, которые происходят в течение длительно-
го времени и отражают определенные тенденции 
развития предприятия (отрасли).

Анализируя затраты общественно необходи-
мого рабочего времени, мы получили микроэко-
номическую модель в виде системы уравнений 
серийного процесса производства. Задавая эко-
номические характеристики изделия и оборудо-
вания, которые выражаются в норме штучного 
и подготовительно-заключительного рабочего 
времени, эта система уравнений может быть при-
менена для определения оптимального размера 
партии изделий или для определения экономиче-
ски целесообразных границ областей применения 
производственного оборудования определенной 
технологической группы. В результате решения 
этих задач получим численные значения таких 
важных параметров подготовки производства, 
как длительность технологического цикла и дли-
тельность опережения запуска, величину техно-
логического задела и оптимальный коэффициент 
подготовительно-заключительного времени. Все 
эти показатели обладают внутренним единством, 
поскольку отражают экономическую сущность 
производства, математически выраженную систе-
мой уравнений. 

Полученные уравнения характеризуют дина-
мику функционирования производства предпри-
ятия в целом. Производство каждого конкретного 
изделия регулируется величиной экспоненциаль-
ного параметра р′ с производством всей совокупно-
сти комплектующих, наличием сырья, материалов 
и рабочей силы. Эта система уравнений выражает, 
что производство и применение техники определя-
ется законом стоимости.
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Microeconomic model of process of production in mechanical engineering
V.I. Vodolazsky 

Abstract. The economic-mathematical research of process of production is conducted in terms of categories of 
classical political economy. The basic economic law – the Law of Value, the law of the minimum expenses of 
socially necessary working hours is the basis for the economic analysis of production. Expenses of the productive 
work substantiated in goods and the preparatory and final work rendering services not as a thing, and as activity 
of the organization of productive work are analyzed. Change of cost of the substantiated work during a period 
between production and consumption of goods is analyzed. The system of the equations as microeconomic 
model of process of production is offered.
Keywords: Law of Value, optimum lot of products, norm of piece time, norm of preparatory and final time, mass 
production, microeconomic model.
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