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Введение*

В настоящей работе рассматривается пове-
дение популяции леммингов. Как показывают 
наблюдения, динамика численности в различных 
регионах может характеризоваться как циклич-
ностью, так и нестабильными колебаниями. В 
настоящей работе исследуется модель популя-
ции, основанная на одномерном унимодальном 
разностном уравнении с параметрами, связыва-
ющими численность леммингов в двух соседних 
годах. В [1] было показано, что метод построения 
метрических сетей на неявно заданных множе-
ствах позволяет исследовать бифуркационные ди-
аграммы дискретной системы, представляющие 
собой изображения зависимости ее аттрактора 
от изменения одного из параметров. В настоящей 
работе мы покажем, что этот подход позволяет 
построить и визуализировать бифуркационную 
диаграмму по произвольной кривой в простран-
стве параметров, включающей в себя как участки 
с устойчивыми циклами, так и области хаоса, в 
которых присутствуют аномальные зоны боль-
ших или бесконечных периодов.

1. Математическая модель популяции

Рассмотрим разностное уравнение (см. [1]), 
связывающее нормированную численность Y(t) 
леммингов в двух соседних годах: Y(t+1)= F(Y(t) , 
l)), где l=(P, r, d)∈R3:

* Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект 14-
11-00432.
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Здесь P, d и r описывают параметры среды 
обитания, на которые косвенно могут влиять биос-
ферные климатические процессы, в том числе ан-
тропогенного характера. Параметр P характеризу-
ет прирост биомассы леммингов в благоприятный 
год. Величина d есть нормированная биомасса 
леммингов в оптимальном биотопе. Коэффициент 
r характеризует изменение биомассы леммингов в 
условиях нехватки кормов в весенний период. Мы 
будем рассматривать область параметров l, где P, 
r > 1 и 0<d<1.

Для x∈[0, 1] траекторией будем называть 
множество:

T(x, l)={(t, Y(t)): Y(t+1)= F(Y(t) , l)), Y(0)=x, t=0, 1, …}.

При некоторых значениях x и l значения Y(t) 
начинают циклически повторяться, начиная с не-
которого шага N. Такие траектории мы будем назы-
вать циклами соответствующего периода, а набор 
повторяющихся значений – терминальным множе-
ством траектории. Если терминальное множество 
оказывается устойчивым для всех x∈U, то такое 
множество мы будем называть аттрактором, со-
ответствующим набору параметров l в множестве 
U. Более формально, для T(x, l), x∈U, определим 
аттрактор как множество:

A(U, l) =


∞

=0
))((

t U
tY , 

где (t, Y(t))∈T(x, l), x∈U.
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Пусть задана параметризованная кривая G 
в пространстве параметров: G={l(f): f∈[a, b]}. 
Множество

D(U, G) ={(f, A(U, l(f))): l(f)∈G}

назовем бифуркационной диаграммой вдоль кри-
вой G. В нашем случае она показывает, как меня-
ется устоявшееся поведение популяции при изме-
нении параметров окружающей среды. Опишем 
используемый способ приближенного построе-
ния (аппроксимацию) бифуркационных диаграмм 
вдоль контура параметров.

2. Аппроксимация с помощью метрических 
сетей

Универсальным средством аппроксимации 
сложных метрических объектов являются метри-
ческие ε-сети. Пусть A и U – непустые подмноже-
ства пространства R с метрикой r. Множество U 
называется метрической ε-сетью для A, если лю-
бая точка A расположена на расстоянии не боль-
шем, чем ε, от некоторой точки U. Если конечное U 
является метрической ε-сетью для A, то множество 
A имеет аппроксимацию в виде ε-покрытия, состо-
ящего из системы шаров радиуса ε с центрами в 
точках U. В настоящей статье будет использован 
подход, разработанный в [2] для стохастически за-
данных множеств, т.е. для множеств с заданной на 
них вероятностной мерой.

Пусть задано некоторое конечное множе-
ство T⊂R, которое мы будем в дальнейшем назы-
вать базой сети или покрытия. Обозначим через  
(T)ε его открытую ε-окрестность, т.е. множество 
(T)ε = {a∈R: $t∈U, r(t, a)<ε}, обозначим также  
[T]ε = {a∈R: $t∈T, r(t, a)≤ε}. Пусть на борелевской 
s-алгебре B(A) задана вероятностная мера m(×), 
m(A)=1. Множество T называется (ε, δ)-сетью для 
A (в смысле определения К. Э. Шеннона), если 
m(A/[T]ε)≤δ, т.е. любая точка A, за исключением 
множества меры δ, расположена на расстоянии не 
большем, чем ε, от некоторой точки U [3]. Методы 
построения (ε, δ)-сетей для стохастически задан-
ных множеств рассмотрены в [2].

Рассмотрим теперь задачу аппроксимации 
аттрактора и построения бифуркационных ди-
аграмм. Методы построения ε-сетей пригодны 
только для ограниченных множеств. Пусть заданы 
достаточно большие числа N1 и N2, N2 > N1. В каче-
стве ограниченных аналогов аттрактора и бифур-
кационной диаграммы рассмотрим множества:

AN(U, l) ={Y(t): (t, Y(t))∈T(x, l), x∈U, N1≤t≤N2},
DN(U, G) ={(l, AN(U, l)): l∈G}.

Пусть x=(x, t)∈X, X=U×[N1, N2], fAN(x, l)=Y(t), 
где (t, Y(t))∈T(x, l), тогда 

AN(U, l) = fAN(X, l).

Таким образом, построение аттрактора может 
быть осуществлено на основе генерирования боль-
шого числа случайных точек (x, t) в пространстве 
начальных значений размера популяции и терми-
нального времени расчета, фильтрации точек ал-
горитмом [2] и оценки точности ε для заданных 
полноты и надежности (см. там же).

Пусть z=(x, f)∈Z, Z=X×[a, b], fDN(z)=(f, fAN(X,l(f)), 
тогда

DN(U, G) = fDN(Z).

Таким образом, построение бифуркуционной 
диаграммы может быть осуществлено на осно-
ве генерирования случайных точек (x, t, f) в про-
странстве начальных значений размера популяции, 
терминального времени расчета и параметра, опре-
деляющего величины трех параметров окружаю-
щей среды на заданной кривой, фильтрации точек 
алгоритмом [3] и оценки точности для заданных 
полноты и надежности.

3. Пример построения и исследования 
бифуркационной диаграммы

Пусть l*=(1.5, 4, 0.3). При t>10 траектории 
системы имеют одинаковое терминальное четы-
рехточечное множество. Таким образом, эти траек-
тории являются циклами с периодом 4. Обозначим 
P*=1.5, r*=4 и d*=0.3. Зафиксируем значение па-
раметра d=d* и определим контур в пространстве 
параметров G(R) как окружность l(j, R) = (P(j, R), 
r(j, R), d*), где j∈[0, 2p] и P(j, R) = (1+sin(j)R)P*, 
r(j, R) = (1+cos(j)R)r*.

Здесь R≥0 – масштабирующий множитель, 
характеризующий удаление точек кривой в про-
странстве параметров от точки l*. При R=0 кри-

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма вдоль контура 
при R=0.3
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вая параметров совпадает с точкой l*, а при j=p и  
R*=1-1/P*=1/3 значение одного из параметров выхо-
дит на предельно допустимую величину P(p, R*)=1.

На рис. 1 представлена аппроксимация би-
фуркационной диаграммы DN({d*}, G(R)) для 
R=0.3<R*=0.33. Аппроксимация построена c помо-
щью покрытия квадратами с центрами в (ε, δ)-сети. 
Точность ε составляет приблизительно 10-4 от отно-
сительного размера множества. Доля δ вне покры-
тия составляет 0.01. Оценки сделаны с надежно-
стью c=0.999 на выборках объема N=30000 (см. [2]).

Из рисунка видно, что на большем протяже-
нии кривой доминирует устойчивый аттрактор в 
виде 3-цикла, на некоторых участках его сменяет 
4-цикл и циклы более высоких порядков, в центре 
(при j приблизительно от 3.7 до 5.4) находится 
зона хаоса, в которой выделяется аномальная зона 
A (при j приблизительно от 4.2 до 4.8), когда ат-
трактор, состоящий из практически бесконечного 
числа точек, не касается минимального уровня по-
пуляции d*=0.3.

В аномальной зоне траектории, начавшись 
на минимально возможном уровне, более не воз-
вращаются к нему в асимптотике. Это соответ-
ствует «перегреву» популяции, которая, тем не 
менее, остается ограниченной по численности. 
Такое поведение моделируемой системы мож-
но сравнить с приближением к так называемой 
сингулярности или «катастрофе голубого неба», 

сопровождающейся неограниченным ростом пе-
риода циклов траектории с сохранением ограни-
ченности ее фазовой локализации. Область пара-
метров модели, а также период циклов популяции 
вблизи сингулярности «голубого неба» более 
подробно рассмотрены в [1]. Как видно из рисун-
ка, имеет место быстрое восстановление цикли-
ческих свойств системы при выходе из аномаль-
ной зоны: легко различимы 5-цикл B слева от A 
и 7-цикл C справа от A. Это также соответствует 
свойству структурной устойчивости бифуркации 
«голубого неба».
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