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Введение*

На основе ASM-модели [1, c.45] рассматрива-
ется задача математического моделирования про-
цесса биологической очистки сточных вод на при-
мере городских очистных сооружений г. Кирова. 
Модели такого класса являются динамическими и 
учитывают особенности процесса биологической 
очистки, однако являются настолько сложными 
(большая размерность и большое количество па-
раметров), что их идентификация и исследование 
вызывают непреодолимые трудности. При построе-
нии математических моделей необходимо, чтобы, с 
одной стороны, они были достаточно простыми для 
исследования, а с другой, являлись адекватными 
процессу биологической очистки [2, c.44]. В процес-
се экспериментального исследования выяснилось, 
что основную часть загрязнений стоков составля-
ет азотная группа. Удаление азота из сточных вод 
осуществляется путем нитрификации и следующей 
за ней денитрификации. Нитрификация — процесс 
окисления ионов аммония 4NH + до нитратов 3NH − , 
который осуществляется в два этапа. На первом эта-
пе бактерии вида Nitrosomonas окисляют аммоний 
до нитрита 2NH − по схеме:

4 2 2 2
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NH O H NO H O+ + −+ → + + .

На втором этапе бактерии Nitrobacter окисля-
ют нитрит до нитрата по схеме:

2 2 3
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NO O NO− −+ → .
*  Работа выполнена при частичной поддержке гранта РФФИ 16-
07-20394.

Денитрификация — процесс восстановления 
нитратов до молекулярного азота.

1. Математическая модель

В работе [2, с. 44] рассмотрена модель нитри-
фикации, в которой процессы, связанные с окисле-
нием азота, рассматриваются отдельно от осталь-
ных видов биоочистки:

       (1)

где 1N , 2N , 3N – концентрации аммония, нитри-
тов и нитратов соответственно; 1B , 1m , 

1dk , и 2B ,  
2m , 

2dk – концентрации, максимальные удельные 
скорости, константы отмирания микроорганизмов 
Nitrosomonas и Nitrobacter соответственно; 1Y ,  

2Y  – экономические коэффициенты; 
1NK , 

2NK , – 
константы полунасыщения. 
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Начальные условия для системы (1) берутся 
по данным измерений в соответствующих началь-
ных участках аэротенков, подбор параметров мо-
дели представляет собой отдельную задачу. 

2. Идентификация параметров 
математической модели

Для решения системы (1) необходимо иденти-
фицировать имитационную модель, используя данные 
измерения концентрации ХПК (химический показа-
тель кислорода) и непосредственных измерений кон-
центраций азотной группы на всем пути прохождения 
смеси сточных вод и активного ила в аэротенке. 

Идентификация этой системы уравнений про-
изводилась на основе реальных измерений концен-
траций, представленных на рис.1, выполненных 
прибором АкваТест 4М [3, c. 179].

Рис. 1. Распределение концентрации ХПК по длине 
аэротенка

Рис. 2. Распределение концентраций азотной груп-
пы по длине аэротенка

Необходимо идентифицировать имитацион-
ную модель (1) по следующим параметрам: 1m , 

1dk  
и 2m , 

2dk – максимальные удельные скорости, кон-
станты отмирания микроорганизмов Nitrosomonas 
и Nitrobacter соответственно;  1Y , 2Y  – эконо-
мические коэффициенты; 

1NK , 
2NK – константы 

полунасыщения. Для подбора параметров модели 
используется квадратичный функционал отклоне-
ний расчетной концентрации ХПК и концентраций 
азотной группы от экспериментальных, минимиза-
ция которого дает возможность определения необ-
ходимых значений параметров. Будем производить 
подбор параметров 1m , 

1dk , и 2m , 
2dk , 1Y , 2Y , 

1NK , 
1NK в следующем порядке: по данным изме-

рения ХПК по всей длине аэротенка (рис. 1) иден-
тифицируем параметры 1m , 

1dk  и 2m , 
2dk . Эти 

параметры были неизменными для всех вариантов 
1m =0.424, 

1dk =0.01, 2m =0.173, 
2dk =0.01. По дан-

ным измерения азотной группы (рис.2) идентифи-
цируем параметры 

1NK , 
2NK  и 1Y , 2Y . Процедуру 

идентификации рассмотрим на примере азотной 
группы:

*
max( ), 1... , 1... ; ( 3, 7);i k k kN t i m k p t t m pτ= = = = =  

{ }0,0.125,0.25,0.375,0.5,0.75,1 T
kτ = .

Здесь знак «*» соответствует расчетным зна-
чениям параметров, индекс Т означает операцию 
транспонирования. Так как ( )iN t  имеют разный 
порядок величин, введем весовые коэффициенты 

iW , чтобы средние значения ( )iN t  были одного 
порядка. Введем безразмерные величины: 

1 2 1 2
1 2 3 4 1 2 3 1

1 2 3 4

, , , , 100, 5, 1, 1N NK K Y Y c c c c
c c c c

x x x x= = = = = = = =  (2)

Построим целевую функцию относительно 
переменных (2) в виде квадратичного функционала

{ }
2

*
1 2 3 4

1 1
( , , , ) ( ) ( ) min

pm

i i k i k
i k

F W N t N tx x x x
= =

 = − → ∑∑  (3)

Рис.3. Распределение концентраций 1 – N
1
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2
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2
, согласно легенде по порядку. 

Слева – базовый вариант, справа – рост концентра-
ций B

1
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 в 3 раза
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В качестве алгоритмов процедуры миними-
зации функционала (3) использовались: алгоритм 
квазиньютоновского метода с конечно-разностной 
аппроксимацией градиента и гессиана; метод со-
пряженных градиентов с аппроксимацией гради-
ента; методы для кусочно-гладких функций без 
вычисления производных. Результаты вычисли-
тельных экспериментов приведены на рис. 3. 
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Mathematical model operation of the process of biological sewage treatment of municipal systems 
and production enterprises
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Abstract. The feature biological the systems of cleaning is that as the fissile environment an ooze is used, sated 
with the microorganisms capable to acquire pollutants or to adsorb them in the course of hashing. Devices such 
are called aerotank and their primal problem to provide passing of sewage in the biologically fissile environment 
after a power tool cleaning. For the description of process of a biological sewage disposal in the aerotanks the 
mathematical model considering dynamics of concentration of a substratum of a nitric cycle and microorganisms 
of two types is offered. In this work there are presented the results of experiment and of mathematical modelling 
of work of the Kirov communal systems sewage treatment plants (KCS STP).
Keywords: mathematical model operation, processes of biological sewage treatment, identification of 
parameters of dynamical system.
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