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Введение*

Методы решения задач многокритериальной 
оптимизации, основанные на аппроксимации и 
изучении границы Парето [1-3], занимают важное 
место среди других методов решения этой задачи. 
В работе рассматривается проблема аппроксима-
ции оболочки Эджворта-Парето (ОЭП) множества 
достижимых критериальных векторов, которая 
возникает в рамках метода Диалоговых карт реше-
ний [2], использующегося для изучения многомер-
ной границы Парето на основе ее визуализации. 

Задача аппроксимации ОЭП ранее получила 
эффективное решение для выпуклых (в том чис-
ле линейных) многокритериальных проблем [2]. 
В нелинейном случае дело обстоит значительно 
сложнее. Для нелинейных проблем, для которых 
удается достаточно точно решить значительное 
число задач глобальной оптимизации некоторых 
скалярных функций критериев (сверток критери-
ев), задача аппроксимации границы Парето и ОЭП 
может быть решена на основе решения таких за-
дач оптимизации [1]. В случае сложных критериев 
оптимизации, для которых, однако, можно рассчи-
тать постоянные Липшица, при небольшой размер-
ности пространства решений удобно использовать 
методы, основанные на покрытии множества допу-
стимых решений [3]. 

* Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РНФ, 
грант № 14-11-00432.

В данной работе описывается опыт приме-
нения методов аппроксимации ОЭП для нелиней-
ных невыпуклых систем, в которых критериаль-
ные функции связаны с допустимыми решениями 
вычислительным модулем. В этом случае знание 
значения (и даже наличие) постоянной Липши-
ца не предполагается. Кроме того, допускается, 
что размерность пространства решений велико 
(несколько сотен). Для моделей с относительно 
малым числом локальных экстремумов критери-
альных функций были предложены многофазные 
и гибридные методы аппроксимации ОЭП [4], в 
которых локальная оптимизация сочетается с гене-
тическими методами. Так, в [4] предложен метод 
«оштукатуривания ОЭП», который отличается от 
стандартных генетических методов аппроксима-
ции границы Парето [5] отсутствием фазы мута-
ции. В настоящей работе описывается опыт ис-
пользования гибридных методов аппроксимации 
ОЭП и описываются результаты эксперимента с 
новым гибридным методом аппроксимации ОЭП, 
предназначенным для большого числа локальных 
экстремумов сверток критериальных функций. В 
новом гибридном методе локальная оптимизация 
применяется не ко всему допустимому множеству, 
а к его подмножеству, которое строится с помощью 
классического генетического метода NSGA [5]. 

В Разделе 1 приводится постановка задачи. В 
Разделе 2 описывается опыт аппроксимации ОЭП 
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с использованием двухфазного метода, дополнен-
ного методом «оштукатуривания», а в Разделе 3 – 
опыт использования нового гибридного метода.

1. Постановка задачи

Рассматривается задача многокритериальной 
оптимизации, в которой nRXx ⊂∈ , множество 
X комапактно; y=f(x), Рассмотрим задачу мно-
гокритериальной минимизации. Точнее говоря, 
будем считать, что критериальная точка y‘ более 
предпочтительна, чем точка y (y‘ доминирует y по 
Парето), если y‘ ≤ y и y‘ ≠ y. Решением задачи яв-
ляются паретова (она же недоминируемая) граница 
P(Y) множества Y=f(X), определяемая как

( ) { }{ }∅=≠′≤′∈′∈= yyyyYyYyYP ,:: ,

и множество P(X) решений, оптимальных 
(эффективных) по Парето, т.е. совокупность точек 
X, порождающих P(Y). Оболочка Эджворта-Парето 
(ОЭП) множества Y=f(X) в задачах многокритери-
альной минимизации определяется как Y* = Y + 

mR+ , где mR+  – неотрицательный конус простран-
ства . При этом границы Парето Y* и Y  совпа-
дают. Благодаря этому, визуализация Y* позволяет 
получить информацию о границе Парето. Важно, 
что доминируемые границы Y, мешающие иссле-
дованию при m > 2, исчезают при переходе к мно-
жеству Y*, что в значительной степени облегчает 
визуализацию P(Y). 

В случае невыпуклых нелинейных задач мно-
гокритериальной оптимизации множество ОЭП в 
МДЦ аппроксимируется множеством T*= {y+

mR+ : y ∈ T}, где T – конечное число точек Y, назы-
ваемых базой аппроксимации. 

2. Подход на основе синтеза двухфазного 
метода и «оштукатуривания ОЭП»

Двухфазный метод является итерационным, 
на каждой итерации генерируется случайная вы-
борка HN точек множества X, а далее к сгенери-
рованным точкам применяется некоторое отобра-
жение F:X→X, приближающее эти точки к P(X). 
Полученные точки f(Φ(HN)) используются для про-
верки правила остановки алгоритма. Если правило 
остановки не выполняется, критериальные точки, 
не принадлежащие текущей аппроксимации ОЭП, 
включаются в новую базу аппроксимации. Реали-
зация отображения Φ в двухфазном методе основа-
на на решении задачи локальной однокритериаль-
ной оптимизации, где в качестве целевой функции 
берется некоторая скалярная свертка φ(f(x)) век-
торного критерия f(x). В результате применения 

процедуры локальной оптимизации находится 
локальный минимум x’∈X, зависящий от началь-
ной точки x0∈HN. Правило остановки процедуры 
основано на величине максимального отклонения 
полученных критериальных точек от текущей ап-
проксимации. 

Изучение описанного метода проводилось 
на проблеме выбора параметров системы водного 
охлаждения стали в процессе ее непрерывной раз-
ливки [2], которая сводится к сложной нелинейной 
задаче многокритериальной оптимизации в част-
ных производных с четырьмя критериями выбора 
решения и большой размерностью пространства 
решений (325 параметров).

С помощью многофазного метода была по-
строена база аппроксимации, состоящая из 40 то-
чек. Далее были проведены две итерации метода 
«оштукатуривания ОЭП», направленной на уточ-
нение аппроксимации ОЭП. В результате аппрок-
симация ОЭП описывалась 13622 недоминируемы-
ми точками. Это позволило значительно улучшить 
аппроксимацию ОЭП. Наилучшая критериальная 
точка, найденная ранее в процессе оптимизации 
системы, оказалась внутри аппроксимации. 

3. Новый гибридный метод аппроксимации 
ОЭП

Локальная оптимизация не в состоянии при-
близить случайную точку к множеству оптималь-
ных решений в том случае, когда имеется большое 
число локальных экстремумов свертки критериев. 
Для преодоления этого недостатка был предложен 
новый гибридный метод аппроксимации ОЭП, в 
котором локальная оптимизация начинается из 
случайных некоторого подмножества. В качестве 
средства формирования такого множества исполь-
зуются генетические методы аппроксимации гра-
ницы Парето, для которых наличие локальных экс-
тремумов свертки критериев не является помехой. 
В то же время, главный недостаток генетических 
методов, а именно прекращение улучшения теку-
щей недоминируемой границы задолго до ее при-
ближения к истинной границе Парето, компенси-
руется с использованием локальной оптимизации. 

Шаг 1. На множестве X методом мультистар-
та строится предварительное множество исходных 
точек. Далее с помощью метода NSGA [5] строится 
множество Xini начальных точек для процедуры ло-
кальной оптимизации. 

Шаг 2. Аппроксимация ОЭП строится на 
основе итеративной локальной оптимизации слу-
чайных точек x0∈Xini. Используется адаптивная 
свертка критериев, параметрами которой являются 
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координаты f (x0). 
Шаг 3. Аппроксимация ОЭП улучшается с 

помощью генетических методов.
Новый гибридный метод использовался в 

задаче разработки правил управления каскадом 
гидроэлектростанций трех водохранилищ реки 
Ангара. Была использована нелинейная матема-
тическая модель, связывающая параметры правил 
с конечным числом критериев качества управле-
ния. Эта задача оптимизации характеризуется 
большим числом локальных экстремумов. Число 
параметров правил каскада оказалось равно 284. 
Рассматривалось 24 критерия выбора, значения 
которых находились путем имитации 100-летнего 
периода.

На первом шаге на 284-мерном допустимом 
множестве была сгенерирована случайная выборка 
объемом в 100 точек и были найдены параметры, 
дающие минимальные значения каждого из крите-
риев. Начиная с этих точек, генетический алгоритм 
NSGA за 198 итераций построил множество Xini, со-
стоящее приблизительно из 10 тысяч точек. Откло-
нение новых точек на последней итерации метода 
составляло 0.7%, т.е. метод был практически не спо-
собен улучшать полученную аппроксимацию. 

На втором этапе применялся итерационный 
метод, основанный на локальной скалярной оп-
тимизации сверток критериев. Объем выборки на 
каждой итерации составлял 100 точек. Всего было 
проведено 18 итераций метода. При этом отклоне-
ние получаемых точек падало от 2.5% характерно-
го размера границы Парето на первой итерации до 
1% на последней. В построенной базе аппроксима-
ции оказалось 890 точек. 

На третьем этапе метода база аппроксимации 
улучшалась с помощью метода NSGA. Всего было 
проведено 8 итераций метода. Отклонение получа-
емых точек от предыдущей аппроксимации ОЭП 
менялось от 2.2% на первой итерации до 1.0% на 
восьмой. Было получено 2963 точки базы аппрок-
симации и соответствующих им наборов параме-
тров управления. Оказалось, что аппроксимации 
ОЭП принадлежит контрольная точка, найденная 
ранее в процессе оптимизации системы и считаю-
щаяся удовлетворительным правилом управления. 
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