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Введение*

Рассматривается модель финансового рын-
ка, описывающая поведение профессионального 
трейдера и множества непрофессиональных трей-
деров, оперирующих акциями рискового актива. 
Участниками финансового рынка являются основ-
ные инвесторы, профессиональные и непрофес-
сиональные трейдеры. Основными инвесторами 
являются долгосрочные инвесторы, которые вкла-
дывают свои сбережения в покупку большого па-
кета акций в расчете на дивиденды и рост курсовой 
стоимости акции. Профессиональные и непрофес-
сиональные трейдеры относятся к высокочастот-
ным трейдерам, которые пытаются заработать на 
колебаниях акций.  Профессиональных трейдеров 
также называют проницательными трейдерами. В 
данной работе рассматривается модель с участи-
ем одного проницательного трейдера и множества 
непрофессиональных. Поведение непрофессио-
нальных трейдеров описывается с помощью игры 
«среднего поля». Проницательный трейдер, угадав 
динамику цен финансовых активов, использует ее 
для извлечения прибыли. Его поведение моделиру-
ется задачей оптимального управления. В данной 
работе исследуется стратегия проницательного 
трейдера, чтобы проанализировать показатели фи-
нансового рынка.

В данной работе рассматривается следующая 
задача. Пусть в начальный момент времени 0 0t =  
проницательный трейдер имеет некий бюджет 

0 0P > . К моменту времени 0T >   проницатель-
ный трейдер хочет максимизировать свой бюджет 
путем открытия позиций на финансовом рынке. 
Будем полагать, что проницательный трейдер не 

* Работа выполнена при поддержке РФФИ №17-07-00507.

может брать кредитов, т.е. его бюджет ( ) 0P t > , 
[0, ]t T∀ ∈ .

1. Поведение непрофессиональных трейдеров

Поведение непрофессиональных трейдеров 
описывается системой УЧП, состоящей из урав-
нения Гамильтона-Якоби-Беллмана, эволюциони-
рующего в обратном времени и уравнения Фокке-
ра-Планка – в прямом времени. Объединяя данные 
уравнения в систему, мы получаем задачу игры 
среднего поля.

Мы полагаем, что поведение непрофессио-
нальных трейдеров на интервале времени [0, ]T  
описывается функцией полезности, представлен-
ной в [1]. В соответствии с данной функцией по-
лезности, определим функцию цены:
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где ( , )m t x  – плотность распределения непро-
фессиональных трейдеров по запасам акций, 

( )x t ∈  – число акций непрофессионально-
го трейдера в момент времени [0, ]t T∈ , x ∈ , 

1α ∈ Α  – управление непрофессиональных трей- 
 
деров, , 0l > , 1Α  – множество ква- 
 
дрируемых процессов: 
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Система УЧП имеет следующий вид [1]:

Применение аппроксимации «среднего поля»  
 в моделировании экономических процессов*

н.В. трУСоВ1

1  Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, г. Москва, 
Россия

Аннотация. Данная работа основывается на модели, предложенной Fatone L., Mariani F., Recchioni 

M.C., Zirilli F. [1] и является ее развитием. Предметом изучения является оптимальная стратегия 

профессионального трейдера на фоне непрофессиональных трейдеров.

Ключевые слова: уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана, уравнение Фоккера-Планка, уравнения 

Риккати, принцип максимума Понтрягина.

DOI: 10.14357/20790279180221



89Труды ИСА РАН. Том 68. 2/2018

Применение аппроксимации «среднего поля» в моделировании экономических процессов

22 2
2

2

2 2

2

2

0

1( , ) ( , ) ( , ) ln ( , ),
2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,
2

( , ) ( ) ,
(0, ) ( ),

u u ut x t x t x x m t x
t x x
m u mt x t x m t x t x
t x x x

u T x x a
m x m x

s l

s

θ

∂ ∂ ∂ + + − = −  ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂  + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
 = − −


=

(2)

где x ∈ , [0, ]t T∈ , ( , )m t x  – плотность распре-
деления непрофессиональных трейдеров по запа-
сам акций, ( , )u t x  задается уравнением (1), 0θ ≥ ,  
a ∈  – заданные параметры.

Предполагая, что плотность распределения 
непрофессиональных трейдеров в начальный мо-
мент времени имеет нормальное распределение с 
математическим ожиданием 0m  и дисперсией 2

0δ , 
система (2) может быть сведена к системе [1]:

2
0 1 2

2
0 1 2

1 2

( , ) ( ) ( ) ( ) ,

( , ) exp ( ) ( ) ( ) ,

( , ) ( ) ( ) ,

u t x C t C t x C t x

m t x D t D t x D t x

t x C t C t xα

 = + +
  = + +  
 = +

 (3)

где x ∈ , [0, ]t T∈ , функции 0 ( )C t , 1( )C t , 
2 ( )C t , 0 ( )D t , 1( )D t , 2 ( )D t  являются решениями 

шести уравнений Риккати [1]:
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с начальными условиями
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где 0m  – запас акций непрофессиональных 
трейдеров в момент времени 0t = , 0m ∈ ,  
a  – позиция, которую пытаются достичь непро-
фессиональные трейдеры к моменту времени 
t T= , a ∈ , 2

0 0δ > , 2 0s > , 0l > , 0θ ≥  – 
заданные параметры.

Функция 2 ( ) 0D t < , [0, ]t T∀ ∈  гарантирует 
принадлежность функции плотности к Гауссовско-
му распределению.

2. Поведение профессионального трейдера
Будем считать, что цена акции удовлетворяет 

следующему динамическому уравнению [1]:
0

1 2( ) ( ) ( ) ( )S t S t M t tη η β= + + ,          (5) 

где (0, ]t T∈ , ( ) ( , ) ( , )M t t x m t x dxα= ∫


, 1 0η > ,  
 

2 0η > , 0 ( )S t  – цена акции в отсутствие торгов. 
Мы полагаем, что 0 ( )S t  имеет скачкообраз-

ный вид с величиной скачка 0h >  в момент 
времени (0, )Tτ ∈  и известна проницательному 
трейдеру. Пусть ( )y t , [0, ]t T∈  – запас акций 
проницательного трейдера, (0) ( ) 0y y T= = ;  

( ) 0P t > , [0, ]t T∈  - бюджет проницательного 
трейдера, 0(0) 0P P= > . Тогда задача оптималь-
ного управления, характеризующая оптимальную 
стратегию проницательного трейдера имеет вид:
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где [0, ]t T∈ , 1( )C t , 2 ( )C t , 1( )D t , 2 ( )D t  – урав-
нения Риккати, определенные в (4).

Цель проницательного трейдера: максимизи-
ровать доход в конечный момент времени:

.                      (7)

Применяя принцип максимума Понтряги-
на [2], получаем следующий вид оптимального 
управления проницательного трейдера:
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где C  – константа, определяющаяся единствен-
ным образом при подстановке оптимального 
управления (8) в систему (6). Параметр 2η  явля-
ется параметром масштабирования оптимального 
управления проницательного трейдера.

3. Численные эксперименты

Прежде чем перейти к рассмотрению конкрет-
ных примеров, введем характеристики, описываю-
щие деятельность высокочастотных трейдеров.

Введем понятие показателя ликвидности 
проницательного трейдера. Пусть  – затрачен-
ный бюджет проницательного трейдера, тогда 
показатель ликвидности:

.                   (9) 

Пусть ( )K t , [0, ]t T∈  - бюджет непрофес-
сиональных трейдеров, определяющийся следую-
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щим соотношением: ,  
 K(0) = K0. Тогда изменение активов непрофессио-
нальных трейдеров на рассматриваемом времен-
ном отрезке есть показатель:

( )( ) ( ) ( ) (0) (0) (0)F K T x T S T K x S= − ⋅ − + ⋅ . (10)

Численные решения задачи оптимального 
управления (6)-(7) проводились в среде MatLab.

3.1. Малый показатель ликвидности прони-
цательного трейдера

Рассмотрим следующие параметры: 4T = , 
0 100P = , 0 (0) 1S = , 0.5τ = , 15h = , 0 0.5m = ,  

1a = , 0 10K = , 1 1η = , 2 0.251η = , 1l = , 2s = ,  
0 1δ = , 1.2θ = .

Итоговый бюджет проницательного трейдера 
составил ( ) 206.44P T =  единицы, изменения ак-
тивов непрофессиональных трейдеров 2.11F =  
единицы, показатель ликвидности проницательно-
го трейдера   LBT = 0.072 .

Рис. 1. Акции проницательного трейдера

Рис. 2. Бюджет проницательного трейдера

3.2. Зависимость прибыли непрофессио-
нальных трейдеров от параметров 0m и a
Рассматривая параметры, определенные в 3.1, 

зафиксировав параметр 2 0.8η = , будем варьиро-

вать параметрами 0m  и a  на квадрате [-2,3]. На-
ходясь изначально в коротких позициях, непрофес-
сиональные трейдеры остаются в проигрыше из-за 
резкого подорожания цены акции.

Рис. 3. Изменение активов непрофессиональных 
трейдеров

3.3. Уход в короткие позиции проницатель-
ного трейдера
Рассмотрим следующие параметры: 5T = ,  

0 70P = , 0 (0) 10S = , 3h = , 0.5τ = , 0 1m = − ,  
1a = , 0 10K = , 1 5η = , 2 0.5η = , 0.5l = , 
2s = , 0 0.8δ = , 1θ = . В результате применения 

оптимальной стратегии проницательно трейдера, 
получаем: ( ) 71.31P T = , 0.8F = , 0.4BTL = .

Рис. 4. Число акций проницательного трейдера

 
Рис. 5. Изменение цены акции
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Abstract. We present a trading execution model of professional trader and retail traders on financial market [1]. 
The behavior of retail traders is described by a system of PDE’s that, by some assumptions, can be reduced to 
ODE’s system. The optimal strategy of professional trader is based on optimal control theory.
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