
101Труды ИСА РАН. Том 68. 4/2018

Введение
В [1] отмечено, что некоторые виды систем 

управления с периодическими параметрами экви-
валентны (в смысле совпадения множеств абсо-
лютно непрерывных решений) периодическому по 
времени дифференциальному включению. Теория 
дифференциальных включений хорошо развита,  
однако в работах, связанных с периодическими  по 
времени  дифференциальными включениями, в ос-
новном рассматриваются вопросы существования 
периодических решений. Немного работ посвяще-
но исследованию свойств решений периодических 
по времени дифференциальных включений. В [1] 
дан краткий обзор таких публикаций и установле-
ны некоторые свойства решений периодических 
дифференциальных включений с асимптотически 
устойчивыми множествами. Данная статья являет-
ся продолжением [1].

1. Постановка задачи

Прежде чем сформулировать задачу приведем 
необходимые определения и теорему, доказанную 
в [1]. Рассмотрим периодическое дифференциаль-
ное включение вида:

      (1)
Везде далее будем предполагать, что мно-

гозначная функция ),( xtF  в некоторой области 
}}:{G  ,  ,0{ 00R RxxGxTtG R ≤=∈≤≤=  удов-

летворяет основным условиям [2, с. 60], т.е. при 
всех Gxt ∈),(  множество nRxtF ⊂),(  является 
непустым, ограниченным, замкнутым, выпуклым 

и функция ),( xtF  полунепрерывна сверху [2, с. 
52] по ),( xt .

Решением включения (1) будем называть 
абсолютно непрерывную вектор-функцию )(tx , 
определенную на интервале или отрезке I, которая 
почти всюду на I удовлетворяет (1). В силу пери-
одичности по t  многозначной функции ),( xtF  
при исследовании свойств решений ),,( 00 xttx  
включения (1) без ограничения общности можно 
считать, что  

Из определения решения и периодичности по 
t  правой части включения (1) вытекают следую-
щие два свойства. Если функция )(tx  является ре-
шением включения (1) (при βα << t ), то:
1) � функция  (  – 

любое целое число) также является решением 
включения (1) и эти решения имеют одну и ту 
же траекторию;

2) � для любых  таких, что  
,10 ttt ≤≤  выполнено равенство ))(,,( 11 txttx = 

= ),,( 00 xttx , где   ),,()( 0011 xttxtx = .
Пусть nRa∈ , nRb∈  точки (векторы) с ко-

ординатами ia , ib , ni ,1= . nRB ⊂ – множество. 
Под расстоянием ρ  между точками или точкой и 
множеством будем понимать следующие неотри-
цательные числа:

2/1
2

1
)(),( 







−=−= ∑

=

n

i
ii bababaρ ,

),(inf),( baBa
Bb∈
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Известно, что функция ),()( Bxx ρϕ =  

равномерно непрерывна, для любых то-
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чек nRx∈ , nRy∈  выполнено неравенство 
. Замкнутой ε -окрест-

ностью εM  множества M будем называть мно-
жество таких точек x, что . Пусть 

 для некоторого 0 0ε > .
Определение 1. Множество M  называ-

ется асимптотически устойчивым для включе-
ния (1), если для любого 0>ε  существует та-
кое 0)( >εδ , что для каждого 0x , для которого 

, существует решение с началь-
ным условием 00 )( xtx = , все такие решения про-
должаются на интервал ∞<≤ tt0  и удовлетворя-
ют условиям:

 при ∞<≤ tt0 ,  
 при ∞→t .

Теорема 1. Если ограниченное множество 
M асимптотически устойчиво для включения 
(1), то существует такое ,00 >δ  что для любых 

],0[0 Tt ∈  и 0
0 δMx ∈  все решения ),,( 00 xttx  

включения (1) удовлетворяют условию

 при ∞→t           (2)

равномерно по (t0, x0).
Доказательство Теоремы 1 приведено в [1].
Далее будем рассматривать однородные по  

x ∈ nR  дифференциальные включения. Если B   – 
множество в nR , c  – число, то  обозначает мно-
жество точек вида cx для всех x ∈ B . 

Определение 2. Многозначная функция 
),( xtF называется однородной (первой степени) 

по x, если   для всех 0>c .
Определение 3. Дифференциальное включе-

ние 

    (3)

называется однородным по x.
Однородное дифференциальное включение 

(3) не меняется при замене  с любым 0>c .  
Это значит, что если функция )(tx ϕ= – реше-
ние включения (3), то для любого 0>c  функция 

)(tcx ϕ=  тоже является решением.
Рассмотрим периодическое по t и однородное 

по x дифференциальное включение:

             (4)
В силу однородности включения (4) по x  

справедливо
Следствие теоремы 1. Если ограниченное 

множество M  асимптотически устойчиво для 

включения (4), то все решения ))(,,( 00 txttx  включе-
ния (4) с начальными условиями ],0[0 Tt ∈ , RGx ∈0  
(где R  – любое положительное число) удовлетво-
ряют условию (2) равномерно по ).,( 00 xt

Задача состоит в получении оценки экспонен-
циального вида для решений периодических одно-
родных дифференциальных включений вида (4) при 
наличии асимптотически устойчивого множества.

2. Основной результат

Теорема 2. Если ограниченное множество 
M асимптотически устойчиво для включения (4), 
то существуют такие числа ,0  ,0 10 >> cc  что 
для каждого решения ),,( 00 xttx  включения (4) 
при любых  0t и 0tt ≥  выполнена оценка: 

    (5)

Доказательство Теоремы 2 приведено в при-
ложении.   

3. Приложение

Доказательство Теоремы 2. В силу следствия 
Теоремы 1 для некоторого 0>δ  существует такое 

0>τ  (не зависящее от Tkxt ~  )),,( 00 =τ  ( k~  – не-
которое натуральное число), что для всех решений 

),,( 00 xttx  с начальными условиями  δ≤0x  
выполнено неравенство  
при .t0 ∞<≤+ tτ  В силу Теоремы 3 [2, с. 62] 
множество решений включения (4) компактно 
на отрезке ]t,[ 00 τ+t  в метрике ]t,[ 00 τ+tC ,  
поэтому  )0( 2 >c  при 

.t00 τ+≤≤ tt
Если ),,( 00 xttx  – решение с лю-

бым ,00 ≠x  то при 0/ xc δ=  функция 

 тоже решение, δ=0y , 
поэтому   

  Возвра-
щаясь от ),,( 00 ytty  к ),,( 00 xttx , получим для 
любых  0t и 0x

    

       (6)

Так как после замены t  на  ( k  – лю-
бое целое число) решение включения (4) остает-
ся решением, то из (6) следует, что для решения 

),,( 00 xttx с любым 0x  выполнены соотношения:

         (7)

где ,...2,1  ,t 0i =+= iit τ
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Для любого 0tt ≥  возьмем такое i, чтобы вы- 
полнялись неравенства .t 1-i itt <≤  Тогда τitt +< 0  
и ./)( 0 τtti −>  Следовательно, выполнено нера-
венство .  
Отсюда и (7) следует оценка (5) с 

 Теорема 2 доказана.

Заключение

Для однородного периодического включения 
(4) с ограниченным асимптотически устойчивым 
множеством получена оценка решений (5) экспо-
ненциального вида. Такая оценка была получена 
разными авторами для автономных [2] и периоди-
ческих [3] дифференциальных включений с асим-
птотически устойчивым нулевым решением. Для 
включений рассмотренного в данной работе вида 
подобная оценка получена впервые. Дальнейшее 

исследование рассмотренных выше включений 
может быть связано с изучением поведения их ре-
шений при возмущении многозначной функции

),( xtF .
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