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Введение
В конце прошлого века исследователи, рабо-

тающие в биомедицине, обнаружили эффект изме-
нения уровня корреляций между физиологически-
ми параметрами организмов при возникновении 
внешнего воздействия на популяцию [1,2]. 

Подход к оценке этого воздействия был на-
зван методом корреляционной адаптометрии. По-
пытка обоснования этого метода, базирующаяся 
на использовании экстремального принципа Хол-
дейна, нашла свое отражение в работах [1-3]. Ис-
следования, связанные с практическими примене-
ниями данного метода для оценки эффективности 
лечения некоторых заболеваний были продолже-
ны рядом авторов [4,5,8–10]. В последнее время 
методика корреляционной адаптометрии стала 
использоваться также в экономике и финансах. В 
этих областях на ее основе, например, предсказы-
вают экономические кризисы [6,7]. В работе [11] 
на основе методов эволюционной оптимальности 
была построена и обоснована диффузионная мо-
дель корреляционной адаптометрии для n  – мер-
ной выпуклой области параметров биологической 
популяции.

В данной работе на основе методов эволюци-
онной оптимальности обосновываются граничные 
условия непроницаемости для указанной задачи.

1. Математическая модель

Предполагается, что изменение распределе-
ния численности популяции ( , )u x t  в области Ω  
имеет характер случайных блужданий, так что для 
нее будет выполнено уравнение Колмогорова – 
Фоккера – Планка:

( , ) ( )t x xu bu au∂ = − ∇ + ∆ ,            (1)

где a 0>  – коэффициент диффузии, b - вектор на-
правленного сноса, x∇ – градиент, x∆  – оператор 
Лапласа по x . Область Ω , описывающая область 
гомеостазиса популяции, считается ограниченной 
и имеющей достаточно гладкую границу. 

Рассматривается модель системы, находящейся 
в эволюционном равновесии, сформировавшемся при 
отсутствии внешних воздействий. Выход за пределы 
области гомеостазиса означает гибель организма, что 
описывается граничными условиями Дирихле:

u | ∂Ω 0= .                               (2)

Далее мы покажем, как на основе модели (1)-
(2) и принципов эволюционной оптимальности 
можно построить модель, в которой границы обла-
сти могут с некоторой точностью рассматриваться 
как непроницаемые: 

( , ) | 0bu a u ν ∂Ω− ∇ = ,                   (3)

где ν - вектор внешней нормали к границе. 
Идея состоит в том, что в окрестности этой 

границы предполагаются включенными механиз-
мы отталкивания от нее, которые интерпретиру-
ются как механизмы реализации адаптационных 
свойств организма при приближении его параме-
тров к границе области гомеостазиса. 

2. Обоснование граничных условий 
непроницаемости

Рассматрим следующее уравнение:

( , ( ) )t xu a u eu b x u∂ = ∆ + − ∇             (4)

с краевыми условиями Дирихле (2).
Здесь ( ) 0b x ≡  при ( , ) 0d x δ∂Ω > > ,  

( ) ( , )xb x b d x= ∇ ∂Ω  при ( , )d x δ∂Ω ≤ ; 
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( , )d x ∂Ω  – расстояние от точки x  области Ω  
до ее границы, 0b const= > , 0constδ = > .  
При этом δ  выбирается из условия 1δ −



max
s∈∂Ω

| ( )k s |, где ( )k s  – максимальная кривизна  
 
границы в точке s . Член eu  задает механизмы 
воспроизводства, функция ( )b x  соответствует 
адаптационным механизмам отталкивания от гра-
ницы.

Заметим что оператор Lλ, где { , }e bλ = , явля-
ется самосопряженным относительно скалярного  
 
произведения ( , ) exp( ( )) ( ) ( )u v Q x u x v x dx

Ω

= −∫ ,  
 
где ( ) min{ ( , ), }( / )Q x d x b aδ= ∂Ω , так что его 
спектр является дискретным (в силу ограничен-
ности области Ω ) набором вещественных соб-
ственных значений, имеющим единственную точ-
ку сгущения в −∞ . Пусть ( , )e bχ – максимальное 
собственное значение оператора Lλ , соответству-
ющее выбранным значениям параметров e и b . 
Нетрудно показать, что имеется единственная соб-
ственная функция uλ  оператора Lλ , соответству-
ющая этому собственному значению:

L uλ λ ( )uλχ λ= ,                (4а) 

где ( ) 0u u xλ λ= ≥ , 0≠ . Величину ( )χ λ  мы да-
лее будем называть максимальным показателем 
экспоненциального роста. 

Далее рассматривается задача эволюцион-
ной оптимальности. Пусть λ  характеризует на-
бор параметров эволюционного отбора, так что 
оптимальному значению λ  соответствует стаци-
онарное решение ( )u xλ  задачи (2)-(3), которое 
является собственной функцией оператора Lλ  
правой части (3), отвечающей максимальному соб-
ственному значению ( ) 0χ λ = . При этом другой 
набор значений популяционных параметров λ  не 
должен давать большего значение ( )χ λ , так что

( ) ( ) 0,χ λ χ λ≤ =  λ∈Λ .             (5)

Выбирая в качестве исходного двухпараме-
трическое семейство Λ  параметров { , }e b  мы 
сужаем его до однопараметрического семейства, 
выделяя взаимосвязь типа равенства между e  и 
b  на основе принципа “cохранения энергии” для 
индивидуальной особи популяции:

1 2( , ) ( )P e b K e K bR b constδ= + = ,        (6)

где 1K  – удельные энергозатраты на воспроиз-
водство популяции, 2K  – на восстановление ре-
сурса, затраченного на адаптацию в условиях 
нахождения в пограничной зоне (т.е. в области

{ : ( , ) }x d xδ δΩ = ∈Ω ∂Ω < ), ( ) bR b U δ
δ = / bU , 

( )b bU u x dx
δ

δ

Ω

= ∫ , ( )b bU u x dx
Ω

= ∫ , ( )bu x

положительное стационарное решение линейной 
задачи (2)-(3), полученное для e (0, )bχ= − .

Возникающая задача поиска оптимального 
значения параметра b  сводится к поиску λ  из (4) 
при ограничениях (5), что эквивалентно задаче:

1 2( ) (0, ) ( ) max
b

F b K b K bR bδχ= − →        (7)

с ограничением ( )L u uλ λ λχ λ=  для (0, )bλ = .
Поскольку изменение параметра e  не влияет 

на ее решение, мы можем выбрать его апостериорно 
равным (0, )bχ− , сводя тем самым (4а) к стацио-
нарному варианту (4) при краевых условиях (2).

Стационарное уравнение (4) с (0, )e bχ= −
имеет вид (далее \ , ( ) ( )) :bu x u xδ′Ω = Ω Ω =

( ) ( ) (0, ) ( ) 0a u x b u x b u xχ∆ − ∇ − =  в δΩ ,   (8) 

( ) (0, ) ( ) 0a u x b u xχ∆ − =  в ′Ω .

Условия склейки на ′∂Ω  определяются не-
прерывностью функции ( )u x  и равенства нулю 
потока через ′∂Ω :

( ) ( ) ( ( ) ( ), ( ))b x u x a u x u x xν+ −= ∇ −∇ ,    (9) 

где ( )xν  – единичный вектор внешней (по от-
ношению к ′Ω ) нормали к ′∂Ω  точке x ′∈∂Ω , 

0
( ) lim ( )u x u x

ε
εν± →+

∇ = ∇ ± . 

Математическая постановка задачи эволюци-
онной оптимальности сводится, таким образом, к 
поиску такого значения b , которое максимизирует 
функционал (7), у которого входящие параметры 
таковы, что имеет место (8), (9) в ′∂Ω  и (2) на ∂Ω .  
При этом неизвестными являются также функции 

( )u x  и (0, )bχ . 
Если ( , ( ) ( ), (0, ))bb u x u x bχ=  – решение 

поставленной задачи, то с учетом линейности из 
(9) получаем что ( )u x  является также решением 
второго уравнения (8) при краевых условиях

(( ( ), ( ) ( ) ( )) | 0b xx u x x u xν α ′∈∂Ω∇ + =      (10) 

с некоторой подходящей функцией ( )b xα .
Решение поставленной задачи проводится 

для случая, когда область Ω  является n - мерным 
шаром радиуса R .

Итак, пусть { :| | }x x RΩ = ≤ . Будем рассма-
тривать решения поставленной задачи, зависящие 
только от | |r x= . Тогда вместо первого уравнения 
(8) в { : | | , }x R x R R Rδ δ δ δΩ = ≤ < = −  имеем

( 1) / ( 1) / (0, ) 0au a n u r bu b n u r b uχ′′ ′ ′+ − − − − − =   (11) 

с краевыми условиями на { : | | }x x R∂Ω = =
( ) 0u R =                            (12) 
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вместо (2), и в { : | | }x x Rδ′Ω = ≤  вместо второго 
уравнения (8)

( 1) / (0, ) 0au a n u r b uχ′′ ′+ − − =        (13) 

с краевыми условиями на { : | | }x x Rδ′∂Ω = =
( ) ( ) 0bu R u Rδ δα′ + =             (14) 

вместо (10). Здесь штрих ( )′ обозначает производ-
ную по :r u′ =  ru∂ , а

0 0
( ) ( ) | ( ) |r R r Rau r bu r au r

δ δ+ −= =′ ′− = .    (15) 

Функция ( )bu r  должна удовлетворять усло-
виям (11) – (13), (15) и быть непрерывной на отрез-
ке [0, ]R , что, в частности, означает ее ограничен-
ность в нуле. Интегрируя (11) по r  от Rδ до R  с 
весом 1nr −  получим

0

1( ( ) ( )) | (0, ) ( )n R
Rr au r bu r b U u
δ δχ
+

−
+′ − = ,  (16) 

 
где 1( ) ( )

R
n

R

U u r u r dr
δ

δ
−

+ = ∫ . 

Из (13) и (14) получаем
1 1

0 0( ( ) ( )) (0, ) ( )n na R u R R u R b U uδ δ δχ− −
− +′ ′− = . (17) 

Интегрируя (13) с весом 1nr −  по отрезку 
[0, ]Rδ , получим 

1
0( ) (0, ) ( )naR u R b U uδ δ δχ−

− −′ = ,        (18) 

откуда с учетом (17) получаем
Утверждение 1:

1 ( ) (0, ) ( )naR u R b U uχ− ′ = ,           (19) 

 
где 1

0

( ) ( ) ( ) ( )
R

nU u U u U u r u r drδ δ
−

− += + = ∫ .

Покажем, что верно 
Утверждение 2. (0, ) 0bχ <  для любого ко-

нечного 0b ≥ .
Доказательство. Из положительности ( )u r  

и (12) в силу (19) получаем неположительность 
(0, )bχ  для любых b . Далее, в силу доказанного 

альтернативой может быть только (0, ) 0bχ =  при 
некотором b , что в силу (19) влечет ( ) 0u R′ = ,  
откуда в силу (11) – (13) вытекает ( ) 0u r ≡ , что 
противоречит предположению о нетривиальном 
выборе неотрицательного ( )u r .

Теперь докажем
Утверждение 3:

0 (0, ) 0mb bχ χ∀ ≥ −∞ < ≤ < .       (20) 

(0, ) 0bχ <  для любого конечного 0b ≥ .
Доказательство. Обозначим через ( )bχ α  

максимальное собственное значение χ  крае-
вой задачи (13), (14) в области ′Ω . Из вариаци-

онных свойств собственных значений вытека-
ет монотонное убывание функции χ , так что 

( ) ( )b mχ α χ χ≥ ∞ = > −∞ , где mχ  – максималь-
ное собственное значение однородной краевой 
задачи Дирихле для уравнения (13) в области 
′Ω . Поскольку bα  в (14) выбирается так, чтобы 
( ) (0, )b bχ α χ= , то приведенное рассуждение и 

позволяет установить данное утверждение.
Дальнейшие рассмотрения направлены на по-

лучение верхних и нижних оценок функции (0, )bχ . 
Во-первых, заметим, что функция (0, )bχ  является не-
прерывной по своему аргументу b . Это следует, напри-
мер, из непрерывности точечного спектра оператора по 
отношению к подчиненным ему возмущениям [12].

Во-вторых, в силу (20) и указанной непрерыв-
ности для любого 0B >  найдется ( ) 0bε >  такое, 
что

[0, ] (0, ) ( ) 0b B b Bχ ε∀ ∈ < − < .     (21) 

Выберем B  так, чтобы

( 1) mB n Rχ− > − .                  (22)

Тогда выполнено

( 1) (0, )b n r bχ− > −  для ,b B r R∀ > ≤ .  (23)

Фиксируем теперь 0 ( ) 0v au R′= − >  и рас-
смотрим систему

/yw v a∂ = ,                      (24) 

( ) ( / )yv bq w q b a vχ∂ = + + −
с ( ) ( )w y u R y= − , ( 1) /( )q n R y= − − , 

(0, )bχ χ=  с начальными условиями:

0(0) 0, (0)w v v= =             (25) 

на отрезке [0, ]y δ∈ . Эта система получена из 
уравнения (11) заменой переменной r R y= −  с 
учетом (12). В случае выполнения (22), (23) она со-
храняет положительный квадрант { 0, 0}w v≥ ≥
фазовой плоскости, что позволяет находить для ее 
решений верхние и нижние оценки 

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )w y w y w y v y v y v y− + − +≤ ≤ ≤ ≤ , (26) 

где ( ( ), ( ))w y v y± ±  – соответствен-
но верхнее и нижнее решение системы (24), 
(25), полученные заменой в (24) величин 
q  и χ  на соответственно q ±  и χ ± , где 

( 1) / , ( 1) / , 0q n R q n Rδ χ
++ −= − = − =  

mχ χ− = .
Система (24), (25) имеет с q const=  реше-

ние вида
1 21

0( ) ( ) ( )y yw y sb v e eλ λ−= − ,       (27) 

где 1 2 1/ 2(( / ) 4 /( ))s a q b abχ−= + + , 
1,2 ( / ) / 2b a q bsλ = − ± .
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Решения для ( )w y± получается из (27) заме-
ной q  и χ  на q ±  и χ ± . Нетрудно видеть, что в 
силу (22), (23) будет 1 2( ) ( ) 0λ λ± ± < .

Теперь построим верхнюю и нижнюю оценки 
U ±  для функции ( )U u  из (19). Начнем с нижней 
оценки. В качестве таковой для Uδ +  из (16) можно 
взять 0Uδ

−
+ = .

Здесь мы покажем, что справедлива

Лемма 1.  Для 1

0

( ) ( )
R

nU u r u r dr
δ

δ
−

− = ∫  спра- 
 
ведлива следующая оценка снизу :

0 exp(( ) (1)U v C l b Oδ ε− −≥ − + .       (28) 

Доказательство. Для оценки снизу Uδ −  
из (18) заметим, что из принципа максимума для 
эллиптических уравнений, положительности u  и 
(19) ( ) ( )u r u Rδ≥  при [0, ]r Rδ∈ , так что с уче-
том (26), (27) 

1

0

( ) ( )
R

nU u r u R dr
δ

δ δ
−

− ≥ ≥∫ ( ) /nw R nδδ− ≥  

0 1exp( )v C bλ ε−
− − , 

где 0ε >  может быть выбрано произвольно малым, 
1 (1)l b Oλ−

−= +  при , 0 ; 0b l C− −→∞ > >  
зависит только от выбора , Bε  и входных пара-
метров (тоже отностся и ко всем последующим C  
с другими индексами). Таким образом лемма до-
казана.

Теперь оценим сверху величину Uδ + . Пока-
жем, что для нее справедлива

Лемма 2. Для 1 ( )
R

n

R

U r u r dr
δ

δ
−

+ = ∫  справед-
лива оценка сверху:

0 1exp( )U v C bδ λ ε+ + +
+ +≤ + .

Доказательство. Для верхней оценки Uδ
+
+  

имеем в силу (26), (27)

1 1

0 0

( ) ( ) ( )n nU R y w y dy R w y dy
δ δ

δ
+ − −
+ += − ≤ ≤∫ ∫

0 1exp( )v C bλ ε+ +
+ + , 

где 0ε >  произвольное, 1 (1)l b Oλ+
+= +  при 

, 0b l+→∞ > . 
Лемма доказана.
Для оценки сверху Uδ −  представим ( )u r  в 

области [0, ]r Rδ∈  в виде ( ) ( ) ( )u r u R z rδ= + .  
Как мы видели, ( ) ( )u R wδ δ+≤ , а 

( ) 0, ( ) 0,z R z r r Rδ δ= ≥ ≤ , так что 
( ) 0z Rδ′ ≤ . Кроме того, в силу (17) и (20) 

для ( ) ( 0)z R u Rδ δ′ ′= −  имеем ( )z Rδ′− ≤  
1

0 0( / ) /n
zv R R a C vδ

− = . Более того, функ-
ция ( )z r  выпукла, так как ( ) 0z r∆ ≤ , так что 

0( ) ( ), [0, ]zz r C v R r r Rδ δ≤ − ∈ . Интегрирова-
ние последнего неравенства с весом 1nr −  по [0, ]Rδ  
задает верхнюю оценку части Uδ − , соответствую-
щую z , через 0v  и входные данные.  Построение  
 
верхней оценки для 1

0

( )
R

nr u R dr
δ

δ
−∫  принципиаль- 

 
но ничем не отличается от построения нижней 
оценки для ( )U uδ  (см. Лемму 1). Поэтому для 

( )U uδ −  имеем 0 1( ) [ exp( )U u v C bδ λ ε− +
− +≤ + +  

1 / ( 1)]n
zC R n nδ

+ + , так что из приведенных выше 
вычислений следует 

Лемма 3. Для 1

0

( ) ( )
R

nU u r u r dr−= ∫  справед- 
 
лива следующая оценка сверху:

0( ) exp(( ) (1))U u v C l b Oε+ +≤ + + .    (29) 

Из Лемм 1 – 3 и Утверждения 1 следует ос-
новной результат. 

Теорема. Для b B>  справедливы неравенства:

exp(( ) (1)) | (0, ) | exp(( ) (1))l b O b l b Oε χ ε+ −− − + ≤ ≤ − + +   (30) 

(Здесь мы уже не пишем константы перед экспо-
нентами, загоняя их в символы (1)O ).

Из (30) и (21) с учетом (20) следует, что при 
фиксированном 2K  и неограниченно возраста-
ющем 1K  в (7) значение параметра b , при ко-
тором достигается максимум функции ( )F b ,  
будет неограниченно увеличиваться, а соответ-
ствующее ему значение (0, )bχ  стремиться к 
нулю. Поскольку при этом bα  из (14) экспонен-
циально убывает (ибо ( ) / ( )b u R u Rδ δα ′= − ≤  

0 / exp(( ) (1))zC v l b Oε− − + , то краевые условия 
будут все в большей степени приближаться к крае-
вым условиям непроницаемости. 

Теорема полностью доказана.
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