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Введение1

В работе [1] автором проведен аналитический 
и численный анализ одномерного уравнения Кура-
мото-Сивашинского 

      (1)

c положительными параметрами βα , . Уравнение 
(1) широко используется при описании волновых 
процессов в активных и диссипативных средах, при 
моделировании простейших процессов турбулентно-
сти, при изучении волн на границе двух вязких жид-
костей, при описании волновых явлений в плазме в 
тороидальных установках, при изучении поведения 
фронта пламени и других. В [2] предложено также 
рассмотреть более сложное обобщенное уравнение  
Курамото-Сивашинского, имеющее вид: 

.    (2)

В настоящей работе проведен аналити-
ческий и численный анализ перехода к про-
странственно-временному хаосу в уравнении 

* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант  
№ 17-07-00116a и № 18-29-10008мк.

(2). Доказано, что при определенных значениях 
параметров уравнение (2) как и уравнение (1) 
имеет в полном соответствии с универсальной 
бифуркационной теорией Фейгенбаума-Шарков-
ского-Магницкого бесконечное число различных 
устойчивых волновых решений, бегущих вдоль 
пространственной оси с произвольными скоро-
стями. А также бесконечное число различных 
режимов пространственновременного хаоса, 
причем бифуркационным параметром является 
величина скорости распространения бегущих 
волн вдоль пространственной оси, явно не вхо-
дящая в исходное уравнение.

1. Сведение к системе ОДУ с помощью  
автомодельной замены переменных

Рассмотрим задачу (2) на всей числовой оси: 
RRRtxu →×:),( . Анализ регулярных решений 

уравнения (2) проведем с помощью автомодельной 
замены независимых переменных , сведя 
тем самым исходное уравнение (2) к нелинейному 
обыкновенному дифференциальному уравнению:
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 (3)

где производная берется по ξ . Интегрируя уравне-
ние (3), получим уравнение:

  (4)
где δ - произвольная постоянная. Уравнение (4) 
сведем к нелинейной системе трех обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 

   (5)

Если ))(),(),(( ξξξ wvu – решение системы 
ОДУ (5), то  будет являться ре-
шением системы в частных производных (2). При 
этом бегущие волны в уравнении (2) описывают-
ся предельными циклами системы (5), бегущие 
импульсы – петлями сепаратрис седло-фокусов 
системы (5), а пространственно-временной хаос – 
сингулярными аттракторами системы (5) в смысле 
универсальной бифуркационной теории Фейгенба-
ума-Шарковского-Магницкого [3-7]. 

2. Область диссипативности и особые точки 
системы ОДУ

Исследуем область диссипативности ситемы (5):

.///),,( 321 β−=∂∂+∂∂+∂∂= wFvFuFwvuFdiv
Следовательно, система уравнений (5) всюду 

диссипативна при 0>β . Найдем особые точки 
),,( *** wvuO =  системы (5), приравняв к нулю 

правые части ее уравнений:

Получим, что ,,0 *** uwv α−== а  *u  яв-
ляется решением уравнения:

             (6)

Рассмотрим только такую особую точку O  
системы (5), для которой )1(* += ncun  при 0=δ .

Ясно, что при  0>δ  значение *u  уменьшает-
ся и при )1/(/)1(

0 += + nnc nnδ  значение cun =* . 

3. Исследование устойчивости  
и типа особой точки

Исследуем устойчивость и тип особой точки 
O  системы (5). Матрица линеаризации правой ча-
сти системы имеет вид:

А= ,

а ее характеристическим уравнением является 
уравнение:

 (7)

которое при 0=δ  принимает вид

Теорема 1. При малых  и 00 δδ <≤  
особая точка O  системы (5) является устойчи-
вым узлом (устойчивым фокусом) при αβ >4/2   
( αβ <4/2 ).

Доказательство. При  характери-
стическое уравнение (7) принимает вид:

0)( 2 =++ αλβλλ
и имеет корни: αββλλ −±−== 4/2/,0 2

3,21 .  
Последние два корня являются либо веществен-
ными отрицательными при αβ >4/2 , либо ком-
плексно сопряженными с отрицательной веще-
ственной частью при αβ <4/2 , причем

A так как в уравнении (7) произведение 
корней характеристического уравнения равно  

)( *332 cun −−=λλλ   и при малых )(0 ñδ  произве-
дение корней  отрицательно при всех 00 δδ <≤ ,  
то корень 1λ  является также вещественным отри-
цательным числом и, следовательно, точка O  яв-
ляется устойчивым узлом или устойчивым фоку-
сом в зависимости от того, будет ли  αβ >4/2  
или αβ <4/2 . Теорема доказана. 

Из Теоремы 1 следует, что наибольший ин-
терес представляет изучение возможных каскадов 
бифуркаций устойчивой особой точки O  в случае, 
когда она является устойчивым фокусом и ее пер-
вой бифуркацией является бифуркация Андроно-
ва-Хопфа рождения устойчивого предельного цик-
ла. Именно в этом случае в системе (5) возможно 
существование всех трех каскадов бифуркаций 
устойчивых предельных циклов и бесконечно-
го числа хаотических сингулярных аттракторов в 
соответствии с универсальной бифуркационной 
теорией Фейгенбаума-Шарковского-Магницкого, 
а обобщенное уравнение Курамото-Сивашинского 
(2) может иметь бесконечное семейство наиболее 
сложных периодических и непериодических (ха-
отических) бегущих волн вплоть до бегущих им-
пульсов. 
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Теорема 2. При фиксированном значении 
0≥δ  и фиксированных положительных значениях 

параметров βα ,  таких, что αβ <4/2 , рождение 
устойчивого предельного цикла из устойчивого фо-
куса O  в результате бифуркации Андронова-Хопфа 
происходит при , где . 

Доказательство. Достаточным услови-
ем рождения устойчивого предельного цикла из 
устойчивой особой точки O  типа устойчивый 
фокус в результате бифуркации Андронова-Хопфа 
является условие перехода двух комплексно сопря-
женных корней характеристического уравнения 
(7) в особой точке O  слева направо через мнимую 
ось плоскости комплексного переменного. В точке 
перехода (точке бифуркации) вещественные части 
двух комплексно сопряженных корней характери-
стического уравнения равны нулю, а третий корень 
остается вещественным и отрицательным. Следо-
вательно, в точке бифуркации ,01 <λ  ,2 ωλ i=  

ωλ i−=3 .  Тогда по теореме Виета 

Решая последнюю систему уравнений от-
носительно переменных c,,1 ωλ , найдем, что 

. Теорема 
доказана.

Из Теоремы 2 следует, что бифуркационным 
параметром в системе уравнений (5) является пара-
метр c , характеризующий величину скорости рас-
пространения возмущений вдоль оси x  в обобщен-
ном уравнении Курамото-Сивашинского, который 
не входит явно в исходное уравнение (2). Исследо-
вание следующих бифуркаций при увеличении зна-
чений параметра c  аналитическими методами, на-
чиная с бифуркации удвоения периода родившегося 
предельного цикла,  является чрезвычайно сложной 
задачей. Для этого необходимо найти аналитически 
мультипликаторы цикла, что возможно в весьма 
редких случаях, и определить такое значение па-
раметра c , при котором все три мультипликатора 
являются вещественными числами, причем один из 
них равен +1, второй -1, а третий лежит в интервале 
(-1,0). Поэтому, дальнейшее исследование усложне-
ния динамики решений системы (5) и уравнения (2) 
проведем численными методами.

4. Сценарий перехода к пространственно- 
временному хаосу

Рассмотрим случай 3=n . Как и в рабо-
те [1], проведем численное исследование си-

стемы (5) при фиксированных значениях па-
раметров  и росте 
значений бифуркационного параметра 0>c . При 

 особая точка O  си-
стемы (5) является устойчивым фокусом, при  

304.0=c  из нее рождается устойчивый (асим-
птотически орбитально устойчивый) предельный 
цикл в результате бифуркации Андронова-Хопфа, 
который существует до значения 585.0≈c , при 
котором из него рождается устойчивый предель-
ный цикл удвоенного периода. При дальнейшем 
увеличении значений параметра c  в системе (5) 
наблюдается каскад Фейгенбаума бифуркаций 
удвоения периода циклов. Цикл периода 4 рожда-
ется при  6442.0≈c , цикл периода 8 рождается 
при  6572.0≈c , цикл периода 16 рождается при  

 т.д. При 662.0≈c  в системе (5) суще-
ствует первый самый простой сингулярный (ха-
отический) аттрактор – аттрактор Фейгенбаума –  
непериодическая траектория, являющаяся преде-
лом циклов из каскада Фейгенбаума. 

При дальнейшем увеличении значений па-
раметра c  обнаруживается последовательность 
устойчивых циклов в соответствии с порядком 
Шарковского и затем в соответствии с гомокли-
ническим порядком.  Так, например, цикл перио-
да 6 субгармонического каскада обнаруживается 
при 6685.0≈c  (рис.1,а), цикл периода 5 – при 

683.0≈c . Устойчивый цикл 4C  гомоклиниче-
ского каскада, совершающий 4 условных обо-
рота вокруг седло-фокуса, обнаруживается при 

714.0≈c  (рис.1,б). 

Рис. 1. Цикл периода 6 субгармонического каскада 
бифуркаций: а – цикл C

4
 гомоклинического каскада 

бифуркаций и один из сингулярных аттракторов (б) 
в окрестности петли сепаратрисы седло-фокуса (в) 

системы ОДУ (5)

Как известно [4], последовательность циклов 
полного гомоклинического каскада должна  схо-
диться к петле сепаратрисы седло-фокуса, однако, 
при данном наборе значений параметров системы, 
петля сепаратрисы, по-видимому, не существует. 
Ее обнаружение в пространстве четырех параме-
тров системы ),,,( cδβα  является сложной зада-
чей, так как многообразие, на котором существует 
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петля, имеет коразмерность два или даже три. На 
рис. 1 изображены: цикл периода 6 субгармони-
ческого каскада бифуркаций, цикл 4C  гомокли-
ническогоо каскада бифуркаций и порожденный 
им сложный сингулярный аттрактор системы ОДУ 
(5), лежащий в окрестности петли сепаратрисы и 
найденный при 716.0≈c . Таким образом чис-
ленно установлено, что в системе (5) при измене-
нии параметра c  реализуется каскад Фейгенбаума 
удвоения периода устойчивых предельных циклов, 
полный субгармонический каскад бифуркаций 
устойчивых циклов в соответствии с порядком 
Шарковского и неполный гомоклинический каскад 
бифуркаций Магницкого. Найденным циклам си-
стемы (5) соответствуют бегущие волны обобщен-
ного уравнения Курамото-Сивашинского (2). На 
рис. 2 представлены такие волны, соответствую-
щие циклам и сингулярному аттрактору, изобра-
женным на рис. 1. 

Рис. 2. Бегущие периодические и хаотические 
волны обобщенного уравнения Курамото-Сивашин-

ского (2), соответствующие циклам и аттрактору  
системы ОДУ (5), изображенным на рис. 1

Заключение
В работе проведен аналитический и числен-

ный анализ обобщенного уравнения Курамото-Си-
вашинского. Найдены условия рождения и полу-
чены решения уравнения в виде периодических и 

хаотических бегущих волн.  Показано, что переход 
к пространственно-временному хаосу в обобщен-
ном уравнении  Курамото-Сивашинского осущест-
вляется в полном соответствии с универсальной 
бифуркационной теорией Фейгенбаума-Шарков-
ского-Магницкого через субгармонический и го-
моклинический каскады бифуркаций устойчивых 
предельных циклов системы уравнений ОДУ, по-
лученной из исходного уравнения автомодельной 
заменой переменных.
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