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Введение*

Компьютерная томография (КТ) – это метод 
неразрушающего контроля качества. Он позволя-
ет изучать внутреннюю структуру объектов без 
их физического изменения или разрушения. По-
сле измерения интенсивности рентгеновского из-
лучения, прошедшего через объект под разными 
проекционными углами, измеренные данные под-
вергаются обработке алгоритмов восстановления, 
результатом которых является пространственное 
распределение линейного коэффициента поглоще-
ния в объекте. Анализ этого распределения экспер-
том и позволяет получать полезные выводы об объ-
екте. Например, это может быть постановленный 
диагноз, решение о корректности выполненного 
лечения, контроль качества изготавливаемых изде-
лий в промышленности, поиск месторождения по 
анализу породы в геологии. Зачастую восстанов-
ленные распределения содержат ошибки, или ар-
тефакты восстановления, которые затрудняют или 
делают непригодными результаты КТ для анализа 
[1,2]. Существуют разные причины возникновения 
артефактов: от неточностей экспериментальной 
схемы до некорректных алгоритмов обработки. 

*  Работы, связанные с созданием использованного программного 
обеспечения, выполнены при частичной финансовой поддержке 
РФФИ, проект № 17-29-03492.

Поэтому одна из наиболее важных областей разви-
тия алгоритмов обработки измерений в КТ – созда-
ние методов коррекции или методов, устойчивых к 
различным типам артефактов восстановления.

Проблема, которая рассматривается в рамках 
данной статьи – артефакты, вызванные наличием 
в объекте сильно поглощающих включений. Ча-
сто такие артефакты возникают при исследовании 
костной ткани с металлическими включениями, 
поэтому в зарубежной литературе можно встретить 
термин metal artifacts или металлические артефак-
ты. Наблюдаемые искажения выглядят как темные 
полосы между металлическими включениями со 
светлым полосатым ореолом окружающих тканей. 
Наличие таких артефактов может затруднить на-
хождение или создать несуществующую патоло-
гию при медицинском анализе восстановленных 
изображений, скрыть или привнести трещины и 
полости при промышленных исследованиях.

Дальнейшее изложение будет иметь следую-
щую структуру: в разделе 1 будет приведен обзор 
современных подходов к решению задачи; в разде-
ле 2 будет приведена модель возникновения арте-
фактов, на основе которой строятся два алгоритма 
восстановления, описываемые в разделе 3. Резуль-
таты сравнения восстановлений будут обсуждены 
в разделе 4.

Уменьшение влияния сильнопоглощающих включений 
на восстановление алгебраическим методом в задаче 
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1. Современные подходы к задаче

Борьба с артефактами, вызванными наличием в 
исследуемом объекте металлов, – хорошо изученная 
область исследований алгоритмов восстановления 
[3]. В числе аппаратных методов борьбы с возникно-
вением таких артефактов можно перечислить скани-
рование на двух различных энергиях [4], управление 
модуляцией тока и напряжения на рентгеновской 
трубке. Однако усложнение экспериментальной схе-
мы накладывает ограничения на применимость под-
хода: нужна более сложная и дорогая аппаратура, или 
увеличивается доза рентгеновского излучения, кото-
рому подвержен объект. Поэтому более интересны 
программные способы борьбы с артефактами.

Среди программных методов решения дан-
ной задачи можно выделить предобработку дан-
ных измерений адаптивными фильтрами [6]. В [2] 
используется адаптивное программное расширение 
детектирующей ячейки (binning) в местах сильного 
поглощения. Также применяются методы, основан-
ные на сегментации исходных проекционных дан-
ных, как с помощью классических методов обра-
ботки изображений [7], так и с помощью обучения 
сверточных сегментационных сетей [8]. В таких 
методах отдельно восстанавливаются данные, от-
носящиеся к металлическим включениям, и интер-
полированные данные, из которых такие включения 
были исключены по результатам сегментации. По-
сле этого отдельно восстановленные изображения 
совмещаются, таким образом происходит декомпо-
зиция объекта на различные составляющие. 

Для улучшения восстановления также актив-
но применяются модификации алгебраических 
методов восстановления. Одни используют аппа-
рат условной оптимизации с ограничениями при 
постановке задачи [9,10], другие – модифицируют 
целевую функцию [11], вводя дополнительные ре-
гуляризирующие слагаемые. Получившуюся зада-
чу оптимизации решают итерационным методом. 
Ввиду большой размерности задачи, невозможно 
использование Ньютоновских методов, требую-
щих вычисление второй производной или гессиана 
целевой функции. Поэтому задачу условной опти-
мизации решают менее эффективными методами, 
такими как метод внутренней точки или метод 
проекций на выпуклые множества (POCS).

Наконец, отдельного упоминания заслужи-
вают статистические методы борьбы с артефакта-
ми. К таким методам относятся MLEM, λ-MLEM 
[12], которые позволяют независимо взвешивать 
каждый проекционный луч и улучшить качество 
восстановленного изображения по сравнению с 
обычной линейной интерполяцией или предполо-

жением о пропущенных данных. В целом, сравне-
ние коммерчески доступных методов подавления 
артефактов [3] показывает, что эта проблема до сих 
пор не является решенной в прикладных приме-
нениях компьютерной томографии, артефакты не 
удается подавить полностью, и это активное поле 
для исследования алгоритмов КТ.

Данная статья продолжает и дополняет ре-
зультаты исследования задачи подавления метал-
лических артефактов, полученные в [13,14]. Глав-
ный вклад этой работы в следующем: во-первых, 
предлагается способ распространить результаты 
[13] на задачи большего, чем исходные 10х10 пик-
селей, разрешения; во-вторых приводится сравне-
ние на одних и тех же входных данных результатов 
восстановления методами FBP.

2. Модель возникновения артефактов

Основное предположение, лежащее в основе 
предлагаемой модели, состоит в том, что причиной 
возникновения артефактов является неправильная 
интерпретация измеренных данных, и в результате 
неверна построенная оптимизационная функция. 
Проходя через металлическое включение, лучи 
рентгеновского излучения поглощаются сильнее, 
чем в остальных участках объекта. В результате в 
пиксели детектора, в которые попадают эти лучи, 
приходит излучение интенсивностью меньше или 
сравнимой с уровнем шума детектора. В результа-
те, либо получится слишком зашумленное измере-
ние, соотношение сигнал-шум которого неприем-
лемо для восстановления, либо после прохождения 
АЦП в измерениях с этих лучей будет записано 
значение 0. Однако все что можно сказать про эти 
измерения, это что реальное значение в них лежит 
где-то в интервале [0; δmin), где δmin – минимальный 
порог срабатывания детектора, или уровень шума. 
Поэтому и восстановление для этих лучей необхо-
димо производить с использованием неравенств.

Предлагаемая модель может быть выражена 
в оптимизационной задаче алгебраического мето-
да в виде ограничений-неравенств. Обозначим за 
δmin порог активации пикселя (или уровень шума). 
После обычной для томографии процедуры лога-
рифмирования, для пикселей j, в которых интен-
сивность пришедшего излучения Pj меньше порога 
( )minjI δ< , можно записать следующее условие:  
 

0

min
lnj

IP δ
δ

> = . Учитывая, что в терминах алге- 
 
браического метода j i ij

i
P f w= ∑ , где { }ijW w=  –  

 
матрица проекции, указывающая вклад пикселя i в 
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лучевую сумму вдоль луча j, fi – изображение разме-
ра n n× , отражающего распределение линейного 
коэффициента ослабления в объекте, а Pj – изобра-
жение измерения или синограммы, размера n nϕ× .  
За J обозначим множество пикселей, значения ко-
торых выходят за порог: J {  | }jj P δ= ≥ , а также 
введем диагональную матрицу ( )K diag n nϕ∈ × , 

0j jK = , если Jj∈ , иначе 1.  
Следуя алгебраическому подходу, задачу вос-

становления можно сформулировать в виде опти-
мизационной задачи, которая для предложенной 
модели будет иметь следующий вид: 

( ) 2 min, . .

, J

0

f

i ij
i

i

s t

f

K P

w j

f

Wf

δ

−

 ≥ ∈

 ≥

→

∑ ,          (1)

также добавлено условие на неотрицательность зна-
чений восстанавливаемой характеристики. Так как 
функционал ошибки квадратичный, а ограничения –  
линейные, для решения этой минимизационной 
задачи эффективным будет применить метод ква-
дратичного программирования. При этом в форму-
лировке оптимизационной задачи присутствует пол-
ная матрица преобразования Хафа { }ijW w= , или 
дискретного преобразования Радона. Подробный 
анализ различных способов приближения преобра-
зования Радона для работы с дискретными изобра-
жениями можно найти, например, в [15]. Решение 
задачи возможно при использовании итеративной 
градиентной минимизации. Количество элементов 
матрицы приблизительно составляет 32n nϕ× . 
При этом ненулевые значения для каждого столб-
ца находятся только в 2( )O n nϕ×  ячейках, делая 
возможным использование инструментария для 
работы с разреженными матрицами. Несмотря на 
это, при n = 256; nφ = 180 и использовании чисел с 
плавающей точкой двойной точности (тип данных 
float64) и способа хранения разреженных матриц 
“compressed sparse row” такая матрица в оператив-
ной памяти вычислителя будет занимать порядка 
170Мб. При этом для традиционных методов реше-
ния задачи QP требуется расчет гессиана матрицы 
целевой функции, которая в разреженном виде зани-
мает 11Гб в оперативной памяти. Стандартные реа-
лизации ПО для решения задач выпуклого и квадра-
тичного программирования не подходят для задачи 
(1). В работе [13] приводится реализация подхода 
для модельного фантома малого размера: 10 пиксе-
лей и 36 проекционных углов, для которых решение 
задачи стандартными программными библиотека-
ми представляется возможным. В [14] приводится 

метод восстановления, решающий приближенную 
задачу (1) на больших изображениях – метод мяг-
ких ограничений. В разделе 3 будет дано описание 
модифицированной процедуры решения задачи (1), 
не требующей работы с такой огромной матрицей 
в явном виде, а лишь с результатами ее умножения 
на вектор, для вычисления которых существуют 
вычислительно эффективные алгоритмы, подробно 
изучаемые в такой области компьютерных наук, как 
обработка изображений.

3. Описание алгоритма восстановления

Для распространения подхода [13] на изобра-
жения большего размера предлагается использо-
вать метод внутренней точки решения задач вы-
пуклого программирования. А именно построить 
итерационную процедуру, которая стартует из не-
которой точки f0, удовлетворяющей ограничениям 
задачи (1), и которая на протяжении всей оптими-
зации не выходит из ограничений, но со временем 
позволяет подойти ближе к границам, настолько, 
что в результате решение будет близко к оптималь-
ному на заданный уровень точности. Это дости-
гается за счет использования логарифмических 
барьерных функций. Для ограничений-неравенств 
вида ( ) 0g x ≤  к целевой функции добавляются 
аддитивные регуляризирующие слагаемые вида  
 

( )1log ( )g x
t

− − . В процессе оптимизации значение  
 
параметра t постепенно увеличивается и вклад, 
вносимый поправками, становится незаметным. 
Решение модифицированной оптимизационной 
задачи становится ближе к точному решению ис-
ходной задачи. Минимизируемый в процессе вос-
становления функционал принимает вид:

( ) ( ) ( )2
2

J 

1   log  logi ij i
j i i

Q f K P W f f w f
t

δ
∈

  
 = − − − +     
∑ ∑ ∑ (2)

Для решения задачи оптимизации функци-
онала ( ) min

f
Q f →  используется градиентный  

 
спуск. При этом легко рассчитываются выражения 
для слагаемых градиента по каждому слагаемому 
в (2). Для первой части это просто обратная проек-
ция невязки, с предварительным обнулением эле-
ментов, соответствующим лучам Jj∈ :

( ) ( )( ) ( )( )2
2 2 2T

f K P W f W K W f P BP K Wf P∇ − = − = −

Для второго слагаемого, log i ij
i

f w δ
 

−  
 
∑ ,  

 
шаг градиентного спуска будет вычисляться как 



120 Труды ИСА РАН. Спецвыпуск, 2018

Обработка и анализ изображений и сигналов В.Е. Прун

обратная проекция изображения, составленно-
го из значений 1ˆ

i ij
i

h f w δ=
−∑ , Jj∈ , иначе 0.  

 
Напомним, что на протяжении итерационной про-
цедуры выражение в знаменателе положительное:

( )ˆlogf i ij
j J i

f w BP hδ
∈

 
∇ − =  

 
∑ ∑ .

Наконец, для третьего члена это просто изо-
бражение со значениями  1/i iu f= . Таким обра-
зом, шаг алгоритма будет иметь вид:

( )( ) ( )1 ˆ ˆ1í î âf f BP K W f P BP h u
t t

α  = − − − − 
 

.  (3)

Настройка итерационного алгоритма, подоб-
ного (3) – сложный инженерный процесс. Нужно 
балансировать вклады каждой из аддитивных со-
ставляющих градиента, чтобы они не выводили 
за пределы целевого множества. Упростить эту 
настройку может использование операций проек-
ции на целевое множество: после каждого обнов-
ления переменной f необходимо спроецировать ее 
на множества i ij

i
f w δ≥∑  и 0if ≥ . Т.к. целевое  

 
множество и целевая функция – выпуклые, подоб-
ная регуляризация, помимо всего, ускоряет сходи-
мость итерационной процедуры. Описанный под-
ход будет далее фигурировать под именем метод 
барьерных функций.

Другой метод, который будет рассмотрен в 
разделе 4 – метод мягких ограничений, в подроб-
ности описанный в [14]. В рамках этого метода 
итерационно решается задача: 

( ) ( ) ( )( ) 22
2 2

minsoft
f

Q f K P Wf E K Wfα δ += − + − − → ,  (4) 

где за x+  обозначена операция ( )max 0, x x+ = . 
Таким образом, нарушение неравенств задачи (1) 
учитывается при помощи квадратичных, а не лога-
рифмических штрафов.

4. Результаты численных экспериментов

На рис.1 слева сверху представлены исходные 
данные, использованные для восстановлений, или 
фантом. Модельный фантом имитирует металличе-
ское включение в зубной ткани. Линейный размер 
изображения – 64 пикселя. Количество углов проек-
ции – 90. Параметры симуляции подбирались таким 
образом, чтобы соответствовать реальному физиче-
скому измерению образца, составленного из этих 
материалов. Для моделирования взаимодействия 
со спектром источника использовалась библиотека 
xraylib [16]. Симуляции выполнялись с помощью 
библиотеки алгоритмов компьютерной томографии 

ASTRA [17] для языка Python. Восстановление про-
водилось методами свертки и обратной проекции 
(FBP) с умолчательными параметрами, методом 
барьерных функций и методом мягких неравенств. 
Как видно из результатов восстановления, метал-
лические артефакты воспроизвелись на восстанов-
лении FBP в виде темных полос, проходящих через 
металлическое включение в центре. 

Рис.1. Слева сверху – исходные данные, результа-
ты восстановления: справа сверху – методом FBP, 
слева снизу – методом барьерных функций, справа 

снизу – методом мягких ограничений

Метод барьерных функций, хотя и не позво-
лил избавиться полностью от артефактов, умень-
шил их влияние, и, что важнее, более явно выделил 
очертания сильнопоглощающего металлического 
включения. Наконец, метод мягких ограничений 
показывает менее выраженные артефакты, однако 
и очертания включения, и в целом границы объек-
тов восстановились намного менее четкими. Эти 
эффекты ожидаемы и легко объясняются выбран-
ными способами восстановления.

Рис.2. Зависимость суммарной ошибки Q(f)  
от номера итерации
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На рис. 2 представлена зависимость значения 
функции потерь в задаче (2) от номера итерации. 
На представленной зависимости явно видны скач-
ки, вызванные переходом к очередной «внешней» 
итерации метода барьерных функций, при перехо-
де к которой увеличивалось в 2 раза значение пара-
метра t. Условие, по которому происходил переход 
к новой «внешней» итерации, был выход значения 
потерь на «плато». Это условие выражалось в виде 
фиксированного количества итераций (30) без су-
щественного прогресса оптимизации.

Заключение

Возникновение артефактов, вызванных нали-
чием сильнопоглощающих включений в объекте – 
актуальная проблема современных алгоритмов вос-
становления КТ. В данной работе рассматриваются 
два метода борьбы с такими артефактами: метод 
квадратичного программирования и метод мягких 
ограничений. Предлагается способ продолжить ре-
зультаты метода, основанного на квадратичном про-
граммировании, на изображения большого размера. 
На программно сгенерированных входных данных 
продемонстрированы результаты восстановления 
методов FBP, барьерных функций, мягких ограни-
чений. Несмотря на то, что методам не удается пол-
ностью избавиться от артефактов восстановления, 
учтенные в них условия позволяют получить полез-
ные свойства объектов на восстановленных изобра-
жениях. Дальнейшее развитие исследований в этой 
области может включать применение алгоритмов 
восстановления к данным реальных эксперимен-
тальных измерений, а не компьютерной симуляции. 
Также перспективной является исследование более 
эффективной, чем простой градиентный спуск, схе-
мы организации итераций.
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Reducing the influence of high-absorbing inclusions on CT reconstructions using algebraic  
reconstruction technique
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Abstract. The presence of high absorbing inclusions, e.g. metals, causes appearance of artifacts on CT 
reconstructed images. This paper treats ways of suppressing such artifacts. A constrained optimization problem 
is stated within the formulated artifact model. The problem is solved on input images of size 64x64 pixels, using 
the quadratic additive penalties and using the logarithmic barrier functions. The reconstructions are performed 
using modelled data, imitating inclusion of metals into tooth tissue.  A comparison between FBP, Soft inequalities 
and barrier function methods is present. Results show that although methods fail to fully remove the artifacts, 
they succeed in providing some useful features to reconstructed images.
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